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Obs.: entrega ao professor até às 12 h de 25/01/2021, por email, em formato pdf, escrita à mão.

1. Um dipolo de Thomson é formado por uma carga elétrica pontual qe e uma carga magnética pontual qm,
ambas estáticas e separados por uma distância d uma da outra. Queremos determinar o momento angular
eletromagnético do sistema. Para isso, vamos precisar de algumas relações adicionais.

(a) Primeiro, mostre que

(~a ·∇)f(r)r̂ =
f(r)

r
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∂r
(~a · r̂)r̂ (1)

onde f(r) é uma função escalar apenas da distância r entre dois pontos, e ~a é um vetor qualquer.
Essa demonstração é feita mais facilmente em coordenadas esféricas. Considerando que

~a = ar r̂ + aθ θ̂ + aφ φ̂ ∇ = r̂
∂
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∂
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∂

∂φ

e que

r̂ = sen θ cosφ ı̂ + sen θ senφ ĵ + cos θ k̂ (2)

θ̂ = cos θ cosφ ı̂ + cos θ senφ ĵ− sen θ k̂

φ̂ = − senφ ı̂ + cosφ ĵ

obtenha, inicialmente, ~a · ∇ (a ordem é importante) e, em seguida, desenvolva (~a · ∇)f(r) r̂, para
obter a expressão (1) desejada.

(b) Aplique a expressão (1) para f(r) = 1 e ~a = ~B.

(c) A densidade volumétrica de momento angular eletromagnético é dada por

~̀
el = ε0~r× ( ~E × ~B) (3)

Supondo que a carga elétrica esteja na origem, e a carga magnética esteja numa posição ~rq, os campos
ficam

~E =
qe

4πε0

r̂

r2
~B =

µ0qm
4π

~r − ~rq
|~r − ~rq|3

onde ~r é uma posição genérica no espaço. Mostre então que a densidade volumétrica de momento
angular (3) pode ser escrita como

~̀
el =

qe
4πr

[(r̂ · ~B)r̂− ~B] (4)

(d) Combine a expressão (4) com a obtida no item (b) para mostrar que

~̀
el = − qe

4π
( ~B ·∇)r̂ (5)

de modo que o momento angular eletromagnético fica

~Lel = − qe
4π

∫
V

( ~B ·∇)r̂ dV (6)
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(e) Usando

~R = ~r − ~rq ∇ ·
~R

R3
= 4πδ(~R)

∫
V

(∇ · ~C + ~C ·∇) ~B dV =

∮
S

~B(~C · n̂S) dA

onde n̂S é a normal à superf́ıcie S que delimita o volume V , δ(~R) é a função delta de Dirac, e ~B e ~C
são campos vetoriais quaisquer, mostre que
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4π
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16π2

∮
S

r̂
~R · r̂
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∮
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onde θ é o ângulo entre ~r e ~rQ, como mostra a figura abaixo. Note que, até o momento, não estamos
usando um sistema de coordenadas espećıfico. Isso será feito no próximo item.
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(f) Colocando o eixo z paralelo e no mesmo sentido que ~rq, θ torna-se o ângulo θ usual em coordenadas
esféricas, e o elemento de área dA vale dA = r2 sen θdθdφ. Expresse R usando, por exemplo, a lei dos
cossenos, e usando a eq. (2), mostre que, quando r > rq,∮

S

r̂
r − rq cos θ

R3
dA =

8π

3

rq
r

k̂ , r > rq (8)

Lembre que
√

(a± b)2 = |a± b|.
(g) Formalmente, a integração na eq. (6) é feita sobre todo o espaço, de modo que a integral de superf́ıcie

em (8) ocorre numa superf́ıcie de raio r → ∞ (por isso consideramos r > rq em (8)). Portanto,
considere esse limite em (8) e mostre que a eq. (7) reduz-se a

~Lel =
µ0qeqm

4π
r̂q (9)

Note que o resultado independe da distância de separação d.

(h) Em Mecânica Quântica, o módulo do momento angular é quantizado em múltiplos de ~
2 . Seguindo

essa ideia, Dirac propôs que

µ0qeqm
4π

= n
~
2

(10)

onde n ∈ N. De acordo com (10), a existência de um único monopolo magnético em qualquer lugar
do universo explicaria a quantização da carga elétrica (e também da magnética). Considerando os
valores conhecidos para a carga de um elétron, para ~ e para µ0, qual o valor (algébrico e numérico)
do quantum de carga magnética?

2. Determine a força exercida por uma das placas de um capacitor de placas planas paralelas ideal sobre a
outra placa, utilizando o tensor de Maxwell, cujas componentes são dadas por

T
↔
ij = ε0

(
EiEj −

E 2

2
δij

)
+ µ0

(
BiBj −

B2

2
δij

)
Faça um diagrama mostrando claramente os eixos coordenados utilizados (definidos de forma a simplificar
o problema), e suponha que as placas têm, cada uma, uma área A, com densidades superficiais de carga
σ± = ±σ. As placas são separadas por uma distância d.
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