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Por que estudar fluidos?

É a base da engenharia hidráulica!

TMEC036 - MÁQUINAS HIDRÁULICAS (bombas, turbinas, pistão, etc...)

Prestar serviços para o Rei Hierão II, de Siracusa

O que é um fluido?

Sólido: Corpo ŕıgido com volume e forma
bem definidos. Usamos as massas e forças
do sistema para descreve-lo.

Fluido: Substâncias que podem escoar e
tomam a forma do recipiente em que são
colocados. Para descreve-los utilizamos o
conceito de massa espećıfica (densidade)
e pressão. Ou ainda, são substâncias que
pode escoar e não oferece resistência à uma
tensão de cisalhamento.



Massa espećıfica ou densidade

A massa espećıfica ρ é definida a partir de um elemento
de volume ∆V que contém uma massa ∆m como

ρ =
∆m

∆V

ou, formalmente como

ρ = lim
∆V→0

∆m

∆V
Caso de uma massa espećıfica uniforme

ρ =
m

V

Observações:
(i) É uma grandeza escalar (kg/m3)
(ii) Se ρ é constante, o fluido é dito incompresśıvel
(iii) Cada material tem uma dada massa espećıfica (V = m/ρ)



Massa espećıfica ou densidade



Pressão

As moléculas do fluido colidem com o êmbolo, comprimindo a mola.
Um mostrador indica a força ∆F realizada na mola.

A pressão é definida como

p =
∆F

∆A

ou, formalmente, em um ponto do fluido é

p = lim
∆A→0

∆F

∆A

Se a força é uniforme em uma superf́ıcie plana de área A (e perpen-
dicular à área) a pressão é dada por:

p =
F

A



Pressão

Observações:
(i) Nas equações do slide anterior consideramos o módulo da força.
Portanto, a pressão é uma grandeza escalar! Sua unidade no SI é N/m2

ou Pascal (Pa). Porém, existem outras unidades de pressão:

1 atm = 1.01 × 105 Pa = 760 Torr = 14,7 lb/pol2 (PSI)

(ii) Resultado experimental: em um dado ponto do fluido a pressão tem o
mesmo valor independente da orientação do sensor

Exemplo: Qual é o módulo da força que a atmosfera exerce, de cima
para baixo, sobre a cabeça de uma pessoa, que tem uma área da ordem
de 0,040 m2?



Pressão

Observações:
(i) Na equação acima e nas equações do slide anterior consideramos o
módulo da força. Portanto, a pressão é uma grandeza escalar! Sua
unidade no SI é N/m2 ou Pascal (Pa). Porém, existem outras unidades
de pressão:

1 atm = 1.01 × 105 Pa = 760 Torr = 14,7 lb/pol2 (PSI)

(ii) Resultado experimental: em um dado ponto do fluido a pressão tem o
mesmo valor independente da orientação do sensor

Exemplo: Qual é o módulo da força que a atmosfera exerce, de cima
para baixo, sobre a cabeça de uma pessoa, que tem uma área da ordem
de 0,040 m2?

F = pA = (1atm)

(
1.01× 105N/m2

1atm

)
(0.040m2) = 4, 0× 103N



Fluidos em repouso
Queremos encontrar a pressão em um fluido em termos da profundidade ou altitude



Fluidos em repouso
Queremos encontrar a pressão em um fluido em termos da profundidade ou altitude

Como estamos em equiĺıbrio
estático, as resultante deve
ser zero

F2 = F1 +mg

e, usando ρ = m/V e p =
F/A temos

p2A =p1A+ ρVg

p2A =p1A+ ρA(y1 − y2)g

tal que

p2 = p1 + ρg(y1 − y2)



Casos particulares

p2 = p1 + ρg(y1 − y2)

A pressão em um ponto de um fluido em equiĺıbrio estático depende da profundidade de um
ponto, mas não na dimensão horizontal do fluido ou do recipiente!



Casos particulares

p2 = p1 + ρg(y1 − y2)

A pressão em um ponto de um fluido em equiĺıbrio estático depende da profundidade de um
ponto, mas não na dimensão horizontal do fluido ou do recipiente!

A pressão aumenta devido a profundidade e diminui com
a altitude!

Escolhendo y1 = 0, p1 = p0, y2 = -h temos

p = p0 + ρgh

Pressão manométrica: (p − p0) = ρgh

Escolhendo y1 = 0, p1 = p0, y2 = d temos

p = p0 − ρargd





p = p0 + ρgh

A pressão em um ponto de um fluido em equiĺıbrio estático depende da profundidade de um
ponto, mas não na dimensão horizontal do fluido ou do recipiente!



Paradoxo hidrostático

Se tivermos recipientes de formas muito diferentes, mas de
mesma área da base A, e se a altura h do ĺıquido é a mesma
em todos, a força exercida sobre a base também é, embora o
peso do ĺıquido seja muito diferente (paradoxo hidrostático).

Colocando o recipiente em uma balança, a força resultante
sobre o prato é a soma das forças que atuam no recipiente.

Isso explica o paradoxo hidrostático. Apenas em (c) a força
sobre a base é igual ao peso do ĺıquido.



Medidores de pressão: Barômetro de mercúrio

Aparelho utilizado para medir a pressão atmosférica



Medidores de pressão: Barômetro de mercúrio

Aparelho utilizado para medir a pressão atmosférica

Fazemos p1 = p0, y1 = 0, p2 = 0 e
y2 = h de tal forma que

p2 =p1 + ρg(y1 − y2)

0 =p0 + ρg(0− h)

logo

p0 = ρgh



Medidores de pressão: Manômetro de tubo aberto

Aparelho utilizado para medir a pressão manométrica de um gás



Medidores de pressão: Manometro de tubo aberto

Aparelho utilizado para medir a pressão manométrica de um gás

Nesse caso p1 = p0, y1 = 0, p2 = p e y2 = −h de tal
forma que

p2 =p1 + ρg(y1 − y2)

p =p0 + ρg(0− (−h))

logo

pm = p − p0 = ρgh



Prinćıpio de Pascal
”Uma variação de pressão aplicada em um fluido incompresśıvel contido em um recipiente é

transmitida integralmente a todas as partes do fluido e às paredes do recipiente”



Prinćıpio de Pascal
”Uma variação de pressão aplicada em um fluido incompresśıvel contido em um recipiente é

transmitida integralmente a todas as partes do fluido e às paredes do recipiente”
As bolinhas de chumbo criam um pressão p no ĺıquido

p = pext + ρgh

Se aumentarmos o numero de bolinhas de chumbo aumentaremos
a pressão exercida sobre o ĺıquido, tal que a nova pressão exercida
será pext +∆pext . Dai, a nova pressão em h será

p′ =(pext +∆pext) + ρg(y1 − y2)

p′ =(pext + ρg(y1 − y2)) + ∆pext

p′ =p +∆pext

logo

p′ − p = ∆p = ∆pext



Prinćıpio de Pascal

Pelo prinćıpio de Pascal temos

∆pe =∆ps

Fe
Ae

=
Fs
As

tal que

Fs =

(
As

Ae

)
Fe

logo, se As > Ae então Fs > Fe !



Prinćıpio de Pascal: Macaco Hidráulico

O Volume deslocado pelo êmbolo de entrada é o mesmo
que pelo de sáıda

V = deAe = dsAs

tal que

ds =

(
Ae

As

)
de

logo, se As > Ae então ds < de . Não existe almoço
grátis...

”Com um macaco hidráulico, uma força aplicada ao longo de uma dada distância pode ser
transformada em uma força maior aplicada ao longo de uma distância menor”



Prinćıpio de Pascal: Macaco Hidráulico
Note que isso é condizente com a lei da conservação da energia! O trabalho realizado pelo
pistão de sáıda é

Ws = Fsds =
As

Ae
Fe

Ae

As
de = Fede = We

onde temos
Ws = trabalho realizado pelo pistão de sáıda ao levantar uma carga
We = trabalho realizado sobre o pistão de entrada por uma força externa aplicada
https://www.youtube.com/watch?v=vZLUzu6xmc
Outros exemplos: Tudo de pasta de dente, manobra Heimlich

https://www.youtube.com/watch?v=vZLUzu6_xmc


Prinćıpio de Arquimedes
”Quando um corpo está total ou parcialmente submerso em um fluido, uma força de empuxo
F⃗E exercida pelo fluido age sobre o corpo. A força é dirigida para cima e tem um módulo igual

ao peso mf g do fluido deslocado pelo corpo.”



Prinćıpio de Arquimedes
”Quando um corpo está total ou parcialmente submerso em um fluido, uma força de empuxo
F⃗E exercida pelo fluido age sobre o corpo. A força é dirigida para cima e tem um módulo igual

ao peso mf g do fluido deslocado pelo corpo.”
A pressão em 2 fica

p2 = p1 + ρgh

p2 − p1 = ρgh

Ap2 − Ap1 = ρgAh

F2 − F1 = ρgV

e lembrando que V ρ = m temos

F2 − F1 = FE = mf g

Cuidado! O ρ que entra em FE = ρgV é a massa espećıfica do fluido e o volume V é o
volume submerso!



Prinćıpio de Arquimedes
”Quando um corpo está total ou parcialmente submerso em um fluido, uma força de empuxo
F⃗E exercida pelo fluido age sobre o corpo. A força é dirigida para cima e tem um módulo igual

ao peso mf g do fluido deslocado pelo corpo.”

Como o empuxo é igual (em módulo) ao peso do fluido deslocado
ele atua sobre o centro de massa C do fluido deslocado (”Centro
de empuxo”)!

Por que algumas coisas flutuam e outras afundam?



Prinćıpio de Arquimedes
”Quando um corpo está total ou parcialmente submerso em um fluido, uma força de empuxo
F⃗E exercida pelo fluido age sobre o corpo. A força é dirigida para cima e tem um módulo igual

ao peso mf g do fluido deslocado pelo corpo.”

Como o empuxo é igual (em módulo) ao peso do fluido deslocado
ele atua sobre o centro de massa C do fluido deslocado (”Centro
de empuxo”)!

Por que algumas coisas flutuam e outras afundam?
As forças que atuam sobre um corpo submerso são:{

Fg = mcg = ρcVg

FE = mf g = ρf Vg

Se ρc > ρf então Fg > FE e o corpo afunda; se ρf > ρc então FE > Fg e o corpo flutua



Flutuação

Uma consequência do prinćıpio de Arquimedes é a
flutuação de corpos. Quando um corpo flutua sobre um
liquido temos:

F⃗R = 0

Logo

Quando um corpo flutua em um fluido, o módulo da força de empuxo FE que atua sobre
o corpo é igual ao módulo da força gravitacional a que o corpo está submetido: FE = P

Quando um corpo flutua em um fluido, o módulo da força gravitacional Fg a que o corpo
está submetido é igual ao peso do fluido deslocado pelo corpo: Fg = mf g

Peso aparente
O Peso aparente de um corpo dentro d’água é a diferença do seu peso real e da força de
empuxo

Pap = Fg − FE





a) FE = Fg = mpinguimg

b) Fg = mf g = ρf Vdg ⇒ Vd =
Fg

gρf
⇒ ρf ↓,Vd ↑



Exerćıcio: Sabendo que o peso aparente de uma coroa quando mergulhada em água é 7,59 N
e que seu volume é 42,25 cm3, determine se ela é feita de ouro. A massa espećıfica da água é
0,998×103 kg/m3 e a do ouro é 19,3×103 kg/m3.



Exerćıcio: Sabendo que o peso aparente de uma coroa quando mergulhada em água é 7,59 N
e que seu volume é 42,25 cm3, determine se ela é feita de ouro. A massa espećıfica da água é
0,998×103 kg/m3 e a do ouro é 19,3×103 kg/m3.

Sabemos que
Pap = Fp − E

tal que

Pap = mcg −mf g = ρcVg − ρf Vg

ρc = ρf +
Pap

Vg

ρc = (0, 9983kg/m3) +
(7, 59N)

(9, 81m/s2)(42, 25× 10−6m3)

ρc = 19, 33kg/m3



Fluidos ideais em movimento
O movimento de fluidos ”reais”é complicado e ainda não é completamente compreendido.
Logo, vamos nos ater ao estudo do comportamento de fluidos ideais:

Escoamento é laminar: A velocidade do fluido em um dado ponto não varia com o tempo
(nem módulo, nem orientação)
Escoamento é incompresśıvel: A massa espećıfica tem o mesmo valor em todos os pontos
do fluido em todo instante de tempo
Escoamento não-viscoso: Não há resistência ao escoamento
Escoamento irrotacional: Uma part́ıcula em movimento no fluido não apresenta rotação
em torno do seu centro de massa

Linha de fluxo:
É a trajetória se-
guida por um ele-
mento do fluido.
Não há cruzamen-
tos!



Equação da continuidade
Vamos agora deduzir uma expressão para o escoamento laminar de um fluido em um tubo de
seção reta variável

Suponha que em um instante de tempo t um
volume ∆V1 do fluido entra pela esquerda.

Como o fluido é incompresśıvel, um volume
∆V2 = ∆V1 do fluido sairá pela direita

Podemos a partir de ∆V2 = ∆V1 uma expressão
que relaciona as velocidades e as áreas



Equação da continuidade
Para isso, vamos considerar um tudo de seção transversal de área uniforme



Equação da continuidade
Para isso, vamos considerar um tudo de seção transversal de área uniforme

Durante um intervalo de tempo ∆t o elemento de fluido
percorre uma distância

∆x = v∆t

tal que o volume que passa pelo tracejado nesse
intervalo de tempo é

V = A∆x = Av∆t



Equação da continuidade
Voltando ao tubo de seção reta variável



Equação da continuidade
Voltando ao tubo de seção reta variável

Podemos aplicar o que encontramos no slide anterior
para o volume de entrada e de sáıda{

∆V1 = A1∆x1 = A1v1∆t

∆V2 = A2∆x2 = A2v2∆t

e, como
∆V1 = ∆V2

encontramos a chamada equação da continuidade

A1v1 = A2v2

Definimos a vazão de um fluido como Rv = Av = const (no SI: m3/s)

Podemos definir a vazão mássica de um fluido como Rm = ρRv = ρAv = const (no SI:
kg/s)



Equação da continuidade
A equação da continuidade é válida mesmo que não haja um tubo f́ısico! Um tubo de fluxo é
um tubo imaginário definido por linhas de fluxo:

A velocidade aumenta conforme as linhas ficam mais próximas, e diminui caso elas se afastem!





Tudo que entra deve sair: Entram 4+8+5+4 = 21 cm3/s de água e saem 2+6 = 8 cm3/s.
Logo saem 13 cm3/s pelo cano em questão



Equação da continuidade: Exemplo
A figura mostra que o jato de água que sai de uma torneira fica progressivamente mais fino
durante a queda. As áreas das seções retas indicadas são A0 = 1, 2cm2 e A = 0, 35cm2. Os
dois ńıveis estão separados por uma distância vertical h = 45mm. Qual é a vazão da torneira?



Equação da continuidade: Exemplo
A figura mostra que o jato de água que sai de uma torneira fica progressivamente mais fino
durante a queda. As áreas das seções retas indicadas são A0 = 1, 2cm2 e A = 0, 35cm2. Os
dois ńıveis estão separados por uma distância vertical h = 45mm. Qual é a vazão da torneira?

Sabemos que R = Av e que a vazão é constante. Então:

A0v0 = Av

Já que a água está em queda livre, temos (de f́ısica I)

v2 = v20 + 2gh

dáı

A2
0v

2
0 = A2v20 + A22gh −→ v0 =

√
2ghA2

(A2
0 − A2)

= 28, 6cm/s

e então R = A0v0 = 34cm3/s



Equação de Bernoulli

Foi formulada por Daniel Bernoulli no sec. XVIII

É uma reformulação da lei de conservação de energia para uma forma mais adequada
quando tratamos de fluidos

Suponha que em um intervalo de tempo ∆t um volume
∆V de fluido entre no cano pela esquerda com velocidade
v1, altura y1 e pressão p1. O mesmo volume ∆V sairá
pela direita com velocidade v2, altura y2 e pressão p2

Então temos

p1 +
1

2
ρv21 + ρgy1 = p2 +

1

2
ρv22 + ρgy2



Equação de Bernoulli

Vamos demonstrar essa expressão
Teorema trabalho energia cinética W = ∆K



Equação de Bernoulli

Vamos demonstrar essa expressão

Teorema trabalho energia cinética W = ∆K

Há duas fontes de trabalho no sistema:

Trabalho realizado pela força
gravitacional:

Wg = −∆mg(y2−y1) = −ρg∆V (y2−y1)

Trabalho realizado por uma força externa
sobre o sistema para empurrar o fluido da
esquerda para a direita e pelo sistema que
empurra o fluido mais adiante

We = −p2∆V + p1∆V = −(p2 − p1)∆V

A variação de energia cinética está
atrelada a variação de velocidade no fluido

∆K =
1

2
∆mv22 − 1

2
∆mv21

∆K =
1

2
ρ∆V (v22 − v21 )

onde ∆m = ρ∆V é a massa de fluido que
entra por uma extremidade e sai pela outra

Obs: Lembre que o trabalho é dado por

W = F∆x = pA∆x = p∆V



Equação de Bernoulli

Vamos demonstrar essa expressão

Teorema trabalho energia cinética W = ∆K

Dáı temos que:

W = Wg +We = ∆K

− ρg∆V (y2 − y1)−∆V (p2 − p1) =
1

2
ρ∆V (v22 − v21 )

que nos leva a equação de Bernoulli

p1 +
1

2
ρv21 + ρgy1 = p2 +

1

2
ρv22 + ρgy2



Equação de Bernoulli
Casos particulares:
Fluido em repouso: v1 = v2 = 0

p1 + ρgy1 = p2 + ρgy2 −→ p1 = p2 + ρg(y2 − y1)

Movimento horizontal: y1 = y2

p1 +
1

2
ρv21 = p2 +

1

2
ρv22

”Quanto mais rápido um fluido se move, menor será sua pressão”−→ Fenômeno de Venturi



Equação de Bernoulli
Casos particulares:
Fluido em repouso: v1 = v2 = 0

p1 + ρgy1 = p2 + ρgy2 −→ p1 = p2 + ρg(y2 − y1)

Movimento horizontal: y1 = y2

p1 +
1

2
ρv21 = p2 +

1

2
ρv22

”Quanto mais rápido um fluido se move, menor será sua pressão”−→ Fenômeno de Venturi

Pela equação da continuidade

A2v2 = A1v1 −→ v2 =
A1

A2
v1

de modo que v2 > v1 e p2 < p1!



Equação de Bernoulli: Outros fenômenos interessantes
Efeito Magnus:

Asas de um avião





a) Rv = Av = constante
b) v = Rv

A , logo quanto maior a área menor a velocidade
c) Aplicando a equação de Bernoulli para as diferentes regiões encontramos que
p1 < p2 < p3 < p4



Exemplo
No velho Oeste, um bandido atira em uma caixa d’água sem tampa, abrindo um furo a uma
distância h da superf́ıcie da água. Qual é a velocidade v da água ao sair da caixa?



Exemplo
No velho Oeste, um bandido atira em uma caixa d’água sem tampa, abrindo um furo a uma
distância h da superf́ıcie da água. Qual é a velocidade v da água ao sair da caixa?

Pela equação da continuidade

Rv = av = Av0 −→ v0 =
a

A
v

como a ≪ A, então v0 ≪ v . A equação de Bernoulli fica

p0 +
1

2
ρv20 + ρgh = p0 +

1

2
ρv2 + ρg(0)

que nos leva a

v =
√
2gh



Exemplo: Um medidor Venturi é um dispositivo prático de medição da vazão de um fluido. Um
fluido de densidade ρf passa através de um tudo de área de seção reta A1 com um estrangula-
mento com a área de seção reta A2. Um tubo em U está cheio de um liquido com densidade ρl
e faz a ligação entra as duas partes. A diferença de pressão é medida pela diferença h entre os
ńıveis do ĺıquido nos dois ramos do tubo em U. Determine a velocidade v1 do flúıdo.



Exemplo: Um medidor Venturi é um dispositivo prático de medição da vazão de um fluido. Um
fluido de densidade ρf passa através de um tudo de área de seção reta A1 com um estrangula-
mento com a área de seção reta A2. Um tubo em U está cheio de um liquido com densidade ρl
e faz a ligação entra as duas partes. A diferença de pressão é medida pela diferença h entre os
ńıveis do ĺıquido nos dois ramos do tubo em U. Determine a velocidade v1 do flúıdo.

sabemos que

p1 +
1

2
ρf v

2
1 = p2 +

1

2
ρf v

2
2

A1v1 = A2v2

que nos leva a 
p1 − p2 =

1

2
ρf (v

2
2 − v21 )

v2 =
A1

A2
v1



Exemplo: Um medidor Venturi é um dispositivo prático de medição da vazão de um fluido. Um
fluido de densidade ρf passa através de um tudo de área de seção reta A1 com um estrangula-
mento com a área de seção reta A2. Um tubo em U está cheio de um liquido com densidade ρl
e faz a ligação entra as duas partes. A diferença de pressão é medida pela diferença h entre os
ńıveis do ĺıquido nos dois ramos do tubo em U. Determine a velocidade v1 do flúıdo.

e então

p1 − p2 =
1

2
ρf v

2
1 (

A2
1

A2
2

− 1).

O fluido de densidade ρl está em equiĺıbrio. Da
hidrostática sabemos que{

p1 = p2 + ρlgh

p1 − p2 = ρlgh



Exemplo: Um medidor Venturi é um dispositivo prático de medição da vazão de um fluido. Um
fluido de densidade ρf passa através de um tudo de área de seção reta A1 com um estrangula-
mento com a área de seção reta A2. Um tubo em U está cheio de um liquido com densidade ρl
e faz a ligação entra as duas partes. A diferença de pressão é medida pela diferença h entre os
ńıveis do ĺıquido nos dois ramos do tubo em U. Determine a velocidade v1 do flúıdo.

dai, temos

ρlgh =
1

2
ρf v

2
1 (

A2
1

A2
2

− 1).

que nos leva a

v1 =

√√√√ 2ρlgh

ρf (
A2
1

A2
2
− 1)










