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Introducdo.

» Vamos discutir o problema da polarizacdo da luz, ilustrado na figura abaixo, considerando que a fonte
emite um féton por vez.

Vamos analisar o experimento considerando que os fatons
chegam ao analisador (4) um por vez.
Ndo hd absorcdo de fragdo de foton - ou ele atravessa A ou
& absorvido por A.
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Luz ndo polarizada

Luz polarizada

onde ep = cosf ez +sinfey.

» Luz linearmente polarizada na dire¢do ep:

E(r,t) = Epep expli(kz — wt))
» Luz linearmente polarizada na direcdo ez:

E/(r,t) = Ejey expli(kz — wt)]
> Leide Malus: I’ o< |E}|2, I o |Eg|? — I' = Icos? 6



Introducdo
» Ideias principais:

1. quantizagdo (resultados préprios ou autovalores):
-o féton atravessa A
-o féton € absorvido por A

2. autoestados (autovetores):

e, = e, — atravessa A

e, = e, — absorvidopor A

3. antes da medida: e, = cosf e, +sinf e,

atravessa A — e, (probabilidade = cos® 6)

absorvido por A — e, (probabilidade = sin” 6)

4. Ap6s a medida ocorre uma mudanga abrupta no estado de polarizagio do f6ton (a medida perturba o sistema):
-0 féton atravessa A: e, — €.
-0 féton € absorvido por A: e, — e,.



Particulas materiais e ondas de matéria.

» Relacdo de de Broglie: p = mv — A = h/|p|. Desta forma: E = hw, p = hk (valem para radiagio
e para matéria, o que muda ¢ a relacdo de dispersdo w(k)).
» Equacao de Schrodinger dependente do tempo:
h? oY(r,t)
—— V24 V(rt r,t) = ih—22
TR V()| ) = i
Condigdo inicial: ¥ (r, to).
> A fungio de onda ¢ (r,t) governa o movimento da particula, e é uma amplitude de probabilidade de tal
forma que dP(r,t) = c|[i(r,t)|?d>r (c é uma constante) fornece a probabilidade de encontrar a
particula, no instante de tempo ¢, com coordenadas entre z e x + dz,yey + dy e z e z + dz (no
elemento de volume d3r em torno do ponto r).
» No caso em que V' é independente do tempo, ou seja, V' = V (r), podemos separar a equagdo de
Schrédinger. Para isso, escrevemos ¥(r, t) = ¢(r)x(¢)

2 r
- w24 v wlotn = )

ot
2
x(®) [—%VQ + V(r)} o(r) = ihp(r d%t)
. 1 [ R 1 ax
o0 > s [ V) et =i D

onde E € uma constante de separacdo (igual a energia da particula).



Particulas materiais e ondas de matéria.

> Desta forma obtemos duas equagdes:

L d®) =F— () = 7gx(t) — x(t) = exp (7%15) = exp (—iwt)

") dt dt n
2
V24 V)| () = Bolr) = Hilw) = Be)
—_—
H

onde H ¢ o operador Hamiltoniano (representa a energia da particula) e Hp(r) = E¢(r) é a equacdo
de Schrodinger independente do tempo (equag@o de autovalores) . Assim a funcao de onda fica:

iE .
lr,1) = p(r) exp (f?) = () exp (—ict)
e a densidade de probabilidade fica:

[(r, 6)|* = Jo(r)[?

> A equacdo de Schrédinger independente do tempo pode ser escrita na forma Hpg(r) = Epg(r),
onde incluimos a dependéncia da autofuncdo em relagdo ao autovalor de energia E. Podemos
generalizar esta discussdo considerando uma equagdo de autovalores na forma A, (r) = apq(r),
onde {pq(r)} sdo autofungdes (base) do operador A com autovalores a.



Particulas materiais e ondas de matéria.
» Para a base {¢q (r)} temos (defini¢do de produto escalar):
(Sallv Wa’) = /dg’r@:(r)soa’ (r) = 6aa’

» Podemos escrever a fungdo de onda em termos da base {4 (r)} como:
Y(r, to) = an(to )Jpa(r) = P(r,1) an(t)gpa(r)

Pa(to) = |ca (t0)]2 ‘272& fo) = 1 Pa(t) = |ca (1) |27ZPG =1

> q lca(to) 2 a lca(t)

onde usamos:

[ @rive 0P = [ dro oo = / (an palr ) (an
_ZZC )ear ( t)/d?’rgoa ), ( ZZC ()cqr (t)dqqr —Z|Ca(t)|2

Py (to) e Pu(t) sdo as probabilidades de obter o autovalor & em uma medida de Aemtg et
respectivamente. 1 (r, to) e 1 (r, t) representam estados diferentes.

» Em uma medida de A temos:

antes da medidade A : ¥ (r, tg) —— depois damedidade A : @, (r)

)



Particulas materiais e ondas de matéria.

» Ideias principais (em analogia a polarizagao do féton):

1 (r, t) (em geral é uma fungdo complexa): descreve o estado da particula, no sentido que contém toda a
informac@o a respeito da particula.

. |4 (r, t)|? é uma densidade de probabilidade ( % (r, t) é uma amplitude de probabilidade) e

dP(r,t) = |(r,t)] 237 fornece a probabilidade de encontrar a particula, no instante de tempo t, no
elemento de volume d”r em torno do ponto r.

. principio da decomposigdo espectral (Apq (r) = apq(r)):

-resultados (autovalores): {a}

-autoestados (autofungdes): {pq (r)}

-p(r, to) = @a(r) — a(se o estado do sistema corresponde a uma das autofuncdes de A, o resultado da
medida de A é sempre igual ao autovalor associado a autofungio).

P(r,to) = gca(tO)WG(r) — Pa(to) = ZlcTC(t(zt )|2 ’ ZP (to) =1

antes damedidade A : ¥(r, tg) — depois damedidade A : @4 (r)

. equagdo de Schrodinger (particula de massa m):

B _, _ L 0y(rt)
[—%V + V(r,t):| P(r,t) = ﬁiT

-1p(r, t): fungdo de quadrado integravel (normalizagdo):

P(r,t) = an t)pa(r) = /d3r|1/;(r t) Z|ca(t



Descrig@o quantica de uma particula. Pacotes de onda.

» Vamos considerar o problema da particula livre V' = 0. A equagédo de Schrodinger é:
2 Op(r,t
—7V2’l/)( t) — i w(l‘ )
2m
Separando as varidveis:

2 .
Ul ) = SO0 >~ T%(r) = Bolw), x() = (- 1)

Escrevendo ¢(r) = a(z)B(y)v(z) temos:

P2 do(z) = Eza(z) > —= da(z) +k2a(z) = 0 — a(z) exp(ikzx)

T 2m da?
n? d d
2m 5352) = EyBy) = 5(2) + kg B(y) = 0 — B(y) = exp(ikyy)
2
_ % d;;) = E.v(2) = ;z(j) + k2y(2) = 0 = v(z) = exp(ik.z)
@(r) = exp(ikzz) exp(ikyy) exp(ikzz) = exp(ik - r)

h2k2 hi?
R =Rk 4R B = S w(k) = =

2m
p(r,t) = Aexpli(k - r — wt)], A = constante — [¢(r, t)|? = |A|?



Descrig@o quantica de uma particula. Pacotes de onda.

> As ondas planas ¢ (r, t) ndo sdo fun¢des quadraticamente integraveis, mas podemos utilizar o
principio de superposigdo para construir um pacote de ondas 1 (r, t) como:

Vre(e, 1) = Aexp [i(k - ¥ — wi)] = B(r, 1) = / Bk g (k)i (r, 1)

hk?
V0 = Gz [ ko explier —wn], w(k) = 5
onde escolhemos A = 1/(2m)3/2 (normalizagio de fungdo delta).
» Vamos simplificar o problema considerando apenas uma dimenséo (x). Assim:
1 nk?
)= —— [ dkg(k i(kz — wt)], wk) = =~
wlant) = <= [ dig(k)exp ithe —wt)] w(b) = T
Emt = 0:
Y(z,0) = /dk g(k) exp [ikz] — g(k) = /dac Y(x,0) exp [—ikz]

» Vamos discutir a forma do pacote em ¢ = 0. Para isso vamos escrever g(k) = |g(k)| exp[ia(k)]. A
fungdo |g(k)| é localizada em torno de k = ko, com largura Ak, como mostra a figura abaixo:

la)




Descrig@o quantica de uma particula. Pacotes de onda.

» Para uma discussdo qualitativa, vamos construir ¢ (, 0) utilizando apenas 3 ondas planas com
(ko, ko — Ak/2, ko + Ak/2) com amplitudes (1,1/2,1/2), como ilustrado nas figuras abaixo:

O pacote fica:

P(z,0) =

P(z,0) =

Y(z,0) =

ax

ko +3 XA
%o NN JANWAN
JIV VUV VIV V UN
I
Re { ¥(x) }
-5 g \ A
\VJ \]“ \/ V4
g(ko)
Ver
g(ko)
Ver

g(\/T) explikoz] {1 + cos (%z)} — |[¢(z,0)] =

ko +A7k |(1) |(z)
ko |(1) |(z)
=Ty oy
—
* xu(0)

|(3)
|(3)

ley
—_F

|:exp[zk0z] + —expli(ko — Ak/2)x] + = exp[ (ko + Ak/2)m]i|

exp[ikoz] {1 + — exp[—i(Ak/2)x] + = exp[ (Ak/2)x }}

lg(ko)|
V2r

()

Da figura vemos que o maximo do pacote, 7 (0) = 0, onde as 3 ondas estdo em fase e interferem
construtivamente.



Descrig@o quantica de uma particula. Pacotes de onda.

» Podemos encontrar os "zeros" de |¢(z, 0)|:
Ak Ak
[¢(x,0)] = 0 — cos (71) =-1— 72 =47 - AkZ = £27

Fazendo: £ = Az/2 — Ak Az = 4. Isto que fornece uma relagéo entre as larguras de |g(k)| e
¢ (,0)].

» Vamos discutir agora o caso geral. A forma de ¢ (x, 0) resulta da interferéncia de infinitas ondas planas,
e 0 maximo ocorre quando houver interferéncia construtiva entre as ondas planas. Vamos escrever
g(k) = |g(k)| exp[ia(k)] e considerar que g(k) varia pouco no intervalo (ko — Ak/2, ko + Ak/2,
onde |g(k)| é aprecidvel. Para Ak suficientemente pequeno temos:

da(k)
dk

a(k) ~ a(ko) + (k

Jr ces
k=ko

e, com isto, ¥ (z, 0) fica:

W(x,0) = \/%/dkg(k) exp [ika] = ¥(,0) = \/%7 /dk|g(k)\exp[ia(k)} exp [ikz]

>:| exp [ikx]
k=ko

do(k)
dk

(z,0)—— /dk lg(k)| exp[ (oc(ko)+(k ko)




Descrig@o quantica de uma particula. Pacotes de onda.
» Definindo:

da(k)
dk

To = —

k=ko

temos:

explia(ko) + tkox]
V2T

Vamos olhar os comprimentos de onda:

(z,0) = [ aklg0)lexplich — ko) (e ~ x0)]

x%)\:zrakzz—w, ka;\:zraxzzi
k A T A
Para |z — 20| > 1/Ak, X é pequeno e a fungio oscila muito no intervalo Ak. Desta forma a integral
contribui pouco para o pacote. Para |z — zo| < 1/Ak, X é grande e a fungdo oscila pouco no intervalo
Ak. Desta forma a integral contribui bastante para o pacote. O maximo de |1 (z, 0)| ocorre em
x ~ xg. Isto estd ilustrado na figura abaixo:

Re { Jg et -tons =} Re { ok ¢ ~tot= 50}




Descrig@o quantica de uma particula. Pacotes de onda.

»> Podemos encontrar o centro do pacote utilizando a aproximacdo de fase estaciondria:

_ da(k)
k|,

d
%[a(k) + kﬂ?]kzko =0— 1‘]»1(0) =
» Podemos também estimar a relagdo entre as larguras de ¢ (x,0) e g(k):

1
|t —xo| ~ — = Aklz —x0| ~1 > AkAx ~ 1
Ak

Esta € uma propriedade que vem da transformada de Fourier. O limite inferior deste produto depende
das defini¢oes de Ak e Az. Nos interpretamos este produto dentro do princicipo de incerteza de
Heisenberg, lembrando que p = hk, temos Az Ap ~ h. No caso de uma onda plana com (ko, wo)
temos:

(1) = Aexpli(kor — wot)] = [$(x, )2 = |AJ?

Neste caso Ax — oo, uma vez que a densidade de probabilidade € constante. Esta onda plana
corresponde a valores bem definidos E = hwg e p = hkg. Desta forma g(k) = 6(k — ko), ou seja,
Ak — 0:

2
Y(z,t) = \/% /dk 6(k — ko) exp [i(kx — wt)] = \/12? exp [i(kox — wot)] ,wo = %




Descrig@o quantica de uma particula. Pacotes de onda.
» Parat = 0:

Wi (2,0) = —— exp [ikz] — $(,0) = \/% / dk g(k) exp [ika]

1
V2T
Note que 9 (x, 0) é uma autofun¢do de momentum linear com autovalor p = fik. Podemos interpretar
|g(k)|? como uma densidade de probabilidade no espago k, onde dP (k) = |g(k)|?dk é a
probabilidade de encontrar a particula com momentum entre 1k e h(k + dk).

» Considerando agora p = hk temos:
0(@.0) = ——— [ dpi(p) = explipe/1) > 00) = [ doi(@,0)exp[=ipa/

» Podemos mostrar que (férmula de Parseval-Pancherel):

/dw\w (z,0)| /dpw P2
Para iSSO usamos:

Sz —2a') = /dpexp[lp(x—x)/ﬁ] 5(p—1p") /drexp[l(p p')z/h
» Temos assim:

dP(z) = |1p(z,0)|?dz — z,z + dz

dP(p) = |4 (p)|*dp — p,p + dp
Az Ap > h/2



Descrig@o quantica de uma particula. Pacotes de onda.

> E impossivel definir, em um dado instante de tempo, a posi¢io e o momentum de uma particula com um
grau de precisdo arbitrario. Quando o limite inferior da relagdo Az Ap é atingido, uma melhora na
posigdo da particula (diminuir Ax), causa um aumento na incerteza do momentum (aumentar Ap) e
vice-versa. Esta relagdo é chamada de "relag@o de incerteza de Heisenberg".

> Na préxima aula vamos discutir a evoluc@o temporal de um pacote de ondas livre:

e

T 2m

Pz, t) = \/% /dk g(k) exp [i(kx — wt)], w(k)



