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» Topicos:

v~ O método das ondas parciais: espalhamento por um potencial que apresenta
simetria esférica; deslocamento de fase; amplitude de espalhamento; expressoes

para as se¢des de choque diferencial, integral e de transferéncia de momentum em
termos do deslocamento de fase.

v" Solugéo (exata) para o poco esférico de potencial: ressonancia de forma, estado
virtual e minimo de Ramsauer-Townsend.



O Método das Ondas Parciais

> Vamos considerar o espalhamento de uma particula de massa m por um potencial
central V(r) (real), que satisfaz lim,_,o, 72V (r) = 0, de tal forma que podemos
definir um alcance r = a a partir do qual V' (r) ~ 0. Iremos adotar coordenadas
esféricas (r, 0, ¢) onde

x =rsinfcos¢;y = rsinfsing; z = rcosd
Neste sistema o Hamiltoniano

2
H=Ho+V(r)= —f—mvf +V(r)

fica
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O Método das Ondas Parciais

» Desta forma podemos escrever H como
B (10 (5,0 L?
H=——{=_ " (=) -
2m {r2 or (T 8r) h2r2 } +V(r)

e a equacao de Schrodinger para \I/l(f) (r) pode ser escrita na forma

W10 (20 L? | o0 v () = Be)
_%{ﬁﬁ (7“ E>_h2r2}\p (r) + V(r)¥y ' (r) = BV, (r)
Como [H,L?] = [H,L.] = 0 e [L?, L.] = 0, podemos expandir \IIS)(I') na base
{Re,m(k, 7)Y, (0, ¢)} (ondas parciais ¢, m), comum a estes operadores

e}

v =3 Z Cem (K)Re,m (K, 7)Y7™ (6, 6)

£=0 m=—¢



O Método das Ondas Parciais

» Levando em conta que

L2Y/"(0,¢) = €(€ + D)E’Y;™(0, ¢), L.Y{™(0,¢) = mhY;" (0, $)

obtemos uma equagao para a funcao radial R,(k,r) dada por (ndo depende do
numero quantico m)

{ 2 {%d% (TQdi;>_€(€+1)]+V(r)}Rl(k7r):ERg(k,r)

2m r2

Definimos agora uma fungéo auxiliar ue(k, ) = rRe(k,r) e o potencial reduzido
U(r) = 2mV (r)/h*. Obtemos assim uma equagéo radial para a fungéo auxiliar
ue¢(k,r) dada por

{j—; . W; D_ U(r)} we(k,r) = 0

onde

2,2
E:hk: Sk V2mE

2m h



O Método das Ondas Parciais

> Antes de discutirmos as condi¢des de contorno satisfeitas pelas fungdes u.(k,r) e
R¢(k,r), vamos considerar o problema de uma particula livre do ponto de vista de
um problema de campo central com V (r) = 0. A equacdo radial fica

d? o L+1)
{W_Fk —T yz(k‘,?”):O

Mudando a variavel para p = kr e fazendo f.(p) = ye(p)/p temos
& 2d L0 +1) B
R A B | KGR

que é a equagao diferencial de Bessel esférica, cujas solu¢des sao as fungdes j¢(p)

(Bessel esféricas), n¢(p) (Neumann esféricas) e as fungdes hél)(p) e hf)(p)
(Hankel).




O Método das Ondas Parciais

» Para j¢(p) € ne(p) temos

) sinp . sinp cosp 3 1) .
Jo\p) = y J1pP) = - y J2 =|—5——)sinp— — cos
() = 02 ) = "2 = 2 o) = (2 = 1 Ysing 5 cosp
¢
. p . 1 . b
Je(p) ~p—0 I Je(p) el <P 2)

cos cos sin 3 1 3 .
m0(9) = =52 () = =52 = 2 y(p) = — (5 DY cosp = 2 sin

p? P PP
(20 + 1)1 1 r
ne(p) ~p—0 W ne(p) — Er Uiy

Notamos que a funcao j¢(p) € regular na origem, enquanto que n¢(p) diverge. Com
isto, a base composta por autofungdes de {Ho, L2, L.} para a particula livre &

{e(kr)Y™ (0, 0)}.
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» Outra base possivel € composta por autofungdes de Hj e de p; (com
E = h?k*/2m, p; = Ik, |ki| = k), que sdo ondas planas exp(ik; - r). A relagio
entre as bases é (para o eixo z na diregao de k;)

)

gk _ ks _ Z(% + 1)i"je(kr) Py(cos 0)
=0

que, para qualquer escolha do eixo z, pode ser também escrita na forma

oo +£
T =am S 3 Y RV )
=0 m=

onde utilizamos

Pz(cosm:(%411)1/21@0(9); Pz<cose>=( e );2 Y (k)Y (5)
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> A condicdo de contorno para ue(k,r) é

welkyr) —— kr { O (R)jo(kr) + CF (Ryne(kr) }

Utilizando

r— 00 T T—00 2

. 1 . b 1 b
je(kr) —— oy Sin (kr — ?) ; ne(kr) —— — 7y o8 (kr — —)
a condigdo acima pode ser escrita como

ue(k,r) —— Ae(k) sin {kr - %r + (54(1@)}

T—00

onde

(2)
Aek) = IO W + [COE; tande(k) = ‘m



O Método das Ondas Parciais

» Podemos ainda escrever condigdo assintética para u¢(k,r) em termos de ondas do
tipo exp(+ikr) na forma
’u,g(k, T’) Aé(k) (_i)ﬂe—iég(k) {_(_1)Ze—ik7‘ + Sl(k)eilm"}

r—00 21

onde S¢(k) = exp[2id¢(k)], € 0 elemento da matriz de espalhamento S.

» A quantidade d,(k), conhecida como deslocamento de fase (“phase shift”), carrega
toda a informagéo sobre o espalhamento. No caso em que V (r) = 0 temos que
de(k) = 0.

» Ainda falta discutirmos a condigao contorno na origem. Analisando a equagéo
radial no limite » — 0, chegamos a (solugao regular na origem)

u(k,0) =0 com ue(k,r) ~r—0 ritl
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» Vamos agora obter uma expressao para a amplitude de espalhamento em termos
de d¢(k), olhando para

- 1 e, €T
Uy (P)—>7% e+ — (0, 9)

—00 (271.)

Usando
ik;-r 1kz > L. . 1 .
e k; —e k = Z(2£+ 1)7,Zjé(k7")Pg(COS9); ]g(kT) z} HSIH ( — Eﬂ—)
£=0
obtemos
vy 3 (204 1) 52 G = %) pycost o,
K, (r) - (271_)% Z +1)i o % (cos 0) + fi( ¢)

£=0

ou, escrevendo de outra forma temos
{ o pilkr—tm/2) _ j—i(kr—tw/2) eikr}

> 20+ 1) i Py(cos0) + fi(0,6)—

£=0

() ——
ks T—00 (271-)%
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» |Lembrando que

A 1/2
Py(cos ) = <2€+1> Y. (9)

Podemos escrever

- 0o e@z(kr—[w/?) _ e ikr—tr/2) m
U (r) v ) > Z (2t +1)i 2ikr Ye' (0, 9)mort
=0 m=—1¢

ikr
+ £1(0,9) }
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» Considerando agora a expansao de \IJI(J)(I‘)

oo

= Z cem (k) Re(k, 7)Y (0, )

=0 m=—¢

e olhando o comportamento quando » — oo temos (lembrando que
Re(k,r) = ue(k,r)/r € que ue(k, ) — Ag(k)sin{kr — br/2 4+ d¢(k)})

%) +£
T ——= 3" > com(k)Aek) x
=0 m=—¢

_ pmilkr—tm/2+6, (k)] }

gilkr—tx/245,(k)) n
x{ Y60, )

2ir

Comparando as solugdes obtemos para ¢, (k) (0s termos com exp(—ikr)/r) a

seguinte expressao

_ 1 1 0 ise(k)
com (k) = (271_)% AL () VAaAr(20+ 1)i'e Omo
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» Temos entdo

—i(kr—Lmw/2)
Py(cos )

i(kr—Lw/2) 621'5@ (k)

1 = el

v (r) —— 20+ 1)i* :
" <2w>% ;( ) 2ikr

st z(kr Z‘rr/2)[1 + 2i6i6[<k) sin 5@( )] —i(kr—Lm/2)

(204 1)2 P, 0

%; * 2ikr “(cos )

o ez(kr—éﬂ/Q) _ —i(kr—£n/2)
5 Z (20+1)i 57k Py(cos0) +
)2 =

ikr
r

{11:2 20+ 1)e™¢ ") sin 6, ( )Pg(cose)}
=0

3
2

de onde obtemos a seguinte expressao para a amplitude de espalhamento em

termos de d,(k)
% Z 20+ 1)e"¢ ") sin 6, (k) Py (cos 0)
£=0
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» Uma forma altenativa é

oo

fe(0) = (20 + 1) fe(k) Pe(cos 6)
£=0
onde
20tk 1 §u(k) —1
folk) = —5— = ik
Com isto a seg¢ao de choque diferencial é dada por

do {80 (k)=b, (R)] o
10 = |2 (0) k2zz 20+ 1) (20" 4 1) =%
x sin &g (k) sin 64/ (k) Pe(cos 0) Py (cos 0)

e a secdo de choque total fica

orot(k /dﬂ\fk )| = (%—l—l)sm So(k)
l=

0



O Método das Ondas Parciais

» Definindo a se¢ao de choque para cada onda parcial £ temos

4 .
otot(k) = Zaz(kz); oe(k) = k—g(% + 1) sin® 6, (k)
=0
onde
max 471- 1
o7 (k) = 5] (204 1); de(k) = <n—|—§> m,n=0,£1,£2 ...
e

oe(k) =0, 6¢(k) =nm,n=0,£1,£2,...

nao havendo portanto contribuigcdo da onda parcial ¢ para o espalhamento na
energia E = h*k?/2m. A secdo de choque de transferéncia de momentum é dada
por

4 oo
Ome (K ki; Z £+1) sm [0e41(k) — 0¢(K)]
=0

v As somas acima podem ser truncadas, levando em conta o parametro de
impacto b: b = |L|/|p| = v/£(£ + 1)/k. Para b ~ a temos que ka ~ ¢, e portanto

Yo =
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Figura 1.1: Polinémios de Legendre para f = 1,2 e 3. Em /

centrado em 90°; em £

trés minimos centrados em 39°, 90F e 141°.

1 temos um minimo
2 temos dois minimos centrados em 557 e 126°; e em £
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Differential cross sections for (a) isopropanol,
(b) isobutane, (c) isobutanol, (d) n-propanol,
(e) n-butane and (f) n-butanol at 6, 7, 8, 9,
and 10 eV.
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O Método das Ondas Parciais

» Podemos olhar agora como fica o teorema ético

\ =

=7 Z (2¢+ 1)e 0e(k) gin de(k)
/=0

onde P(1) = 1. Com isto

8

1 k
Im fx (0 E; (20 4 1) sin® 6, (k) = 1o (k)

ou

Giot(k) = %mfk(e —0)



O Método das Ondas Parciais

> Para obtermos o+t (k), precisamos determinar d,(k). Antes disso, vamos discutir
rapidamente sobre a “normalizacdo” da fun¢do de onda de espalhamento. A

expanséo de ¥{" (r) em ondas parciais fica
> 2€+1 ue(k,r)
+ 15 k) Wel\lv,y
' (®) 2w e T Peleost)
O coeficiente A,(k) ndo tem influéncia sobre o espalhamento e apenas determina a
“normalizagao” de u,(k, r), escolhida como sendo

ue(k,r) —— % {sin (k:r — %) + cos (kr — %) tanég(k)}

T— 00

Re(k,r) — Je(kr) — tan d,(k)ne(kr)



O Método das Ondas Parciais

> Para chegar & uma expresséo para d.(k), vamos considerar o espalhamento por
dois potenciais U(r) e U(r), de onde obtemos

tan 8, (k) — tan 8, (k) = —k/oo ag(k,r) [U(r) = U(r)] ue(k,r)dr
Fazendo U(r) = 0, ¢ (k,7) = rje(kr) € ue(k,r) = rRe(k,r) temos

tan de(k) = —k/oo Je(kr)U (r)Re(kr)r®dr

A integral acima precisa ser calculada na regido do alcance de V. Podemos
também estabelecer que

U(r) > 0(repulsivo) — d¢(k) < 0; U(r) < O(atrativo) — d¢(k) > 0
Os zeros das fungodes j.(kr) e u¢(k,r) ficam localizados em

1 b 1 b
r= Z {nﬂ—&—?] er = Z {nﬂ—&— 5 — de(k)
Ou seja, quando U(r) é repulsivo, a onda espalhada é adiantada em relacéo a
onda livre de |é.(k)|/k, e no caso de U(r) ser atrativo, a onda espalhada atrasa em

relacdo a onda livre de |6,(k)|/k.



O Método das Ondas Parciais

» Podemos também determinar d,(k) impondo a continuidade da fungéo e de sua
derivada em r = a, ponto que define o alcance de V(r) (V(r) = 0 se r > a). Neste
caso

onde

thy = {AREEDN foadR

» Como exemplo de aplicagido do mA©todo, vamos considerar o espalhamento de
uma particula por um pogo esférico de potencial, o qual admite solugao exata.
Vamos discutir alguns fendmenos apresentados pelo deslocamento de fase e pelas
sec¢Oes de choque deste sistema simples, os quais sdo de extrema importancia no
espalhamento de elétrons e pdsitrons por moléculas.



O Método das Ondas Parciais

» Vamos considerar V' (r) dado por

v(r)
\\
\‘ E ]
\
\
\
\
\ \\L E 2
a
!
_VO _____




O Método das Ondas Parciais

» A equacgao de Schrédinger fica:

d? s L(l+1)
{ﬁﬁ*/‘i R }UZ(T‘):O,T<CL

d? s Ll+1)
{ﬁ—kk i }w(r):(),r>a

onde k2 = k? + Uy, Ug = 2V} e k? = 2F (estamos usando unidades atébmicas onde

h=m = 1). Em termos de R.(r) temos

Re(r) = ceje(kr),r < a

Re(r) = je(kr) — tan de(k)ne(kr),r > a
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> Neste caso (k) fica

e d¢(k) é dado por

Ekljp(ka) — ve(ka)je(ka)]

tan de(k) =
an d¢(k) nj(ka) — ve(ka)ne(ka)
» Para/=0
ktanka — ktanka
t k) =
an do (k) K —+ ktan ka tan ka
ou

do(k) = —ka + arctan {% tan fm}
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» Para ka < 1

do(k) ~ ka {i tan ka — 1}
Ra
Vamos definir o comprimento de espalhamento « como

o — — lim tan dg (k)
k—0 k

ou (lembrando que do(k) — 0 quando k& — 0)

w—adl— tan Aga
- Aoa
onde \o = VT, € para Moa < 1, a < 0(a ~ —a{A\3a}). Podemos mostrar ainda
que

2
Otot — 4Tx
k—0



O Método das Ondas Parciais

» Permanecendo no limite de baixas energias, podemos obter a condi¢cdo para que o
potencial suporte n estados ligados para ¢ = 0. Para isso, vamos considerar a
solucdo da equacgdo de Schrédinger para £ = Fy < 0

uo(r) = sin kor, 7 < 0;uo(r) = Ne ™" r > a

onde k§ = 2Ey e ko = /U — k2. Impondo a condigéo de continuidade da fungdo e
de sua derivada em r = a obtemos

§ocot&o = —mo
onde & = koa € no = koa. Para ko = 0 temos

Xoa = (n+1/2)7 = Upa® = (n+ 1/2)*x*

O valor critico é Moa = 7/2 — Upa® = 72 /4 = 2,467401, 0 que corresponde a
do(k =0) =7/2, a = —0c0 € g0t = 00. Neste caso temos um estado virtual.
Aumentando Uy, mais estados ligados aparecem no pogo, de tal forma que

lim do(k) = nr

k—0
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s - uO(r) Uo(f) NS N
r r Lf°(r) o
™ ulr) Ulr)
ulr)
) (b) ’
c)

Fig. 11.12. Tllustration of the scattering length a for various attractive potentials.

Retirado de C. J. Joachain, Quantum Collision Theory, North-Holland, Terceira Edicao
(1983).
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ImK

® bound state

Z€10 energy resonance
U Re K

O O resonance

rany
P

@ wvirtual state

Zeros of the Jost function (poles of the S matrix).

v' Propriedades analiticas da amplitude de espalhamento.
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Secéo de choque e deslocamento de fase para a = 1 u.a. e Uy = 2,467401 u.a.,
mostrando a presencga do estado virtual. Podemos notar que para baixas energias a
onda-s representa a secdo de choque total, ou seja 0.0t (k) = oo(k), como discutido
anteriormente.
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Secéo de choque e deslocamento de fase para a = 1 u.a. e Uy = 3 u.a., mostrando a
presenga do primeiro estado ligado para ¢ = 0. Podemos notar que para baixas
energias o+.t(k) = oo(k), como discutido anteriormente.
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» O Teorema de Levinson afirma que

lim 6@(/6) = ngm
k—0

onde n, € 0 nimero de estados ligados para a onda parcial £.

> E possivel que para baixas energias (onde apenas a onda parcial £ = 0 contribui
para a se¢ao de choque) do passe por m, para um dado valor de k. Portanto
otot(k) = oo(k) = 0 para a energia k. Neste caso temos um minimo de
Ramsauer-Townsend (como no caso dos gases nobres).

» Para ¢ # 0 existe a barreira de momentum angular. Neste caso, o potencial efetivo
V(r) + £(¢ + 1)/r* pode acomodar, dependendo da energia incidente, estados
ligados temporarios. Neste caso, ,(k) vai a =, passando por 7/2 na energia k e
oe¢(k) assume seu maximo valor. Este fenémeno é conhecido como ressondncia de
forma.
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2 : 3,16 . 4 ,
1
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16| :311) 2 / H )
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Secéo de choque e deslocamento de fase para a = 2 u.a. e Uy = 5.02 u.a., mostrando a
presenga do minimo de Ramsauer-Townsend para ¢ = 0 e de uma ressonancia de

forma para ¢ = 2.
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Estrutura do propano.
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N'g 10 I LI L B B B B B B ] § 0.1 ™ T T T 77
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Y 8r 1 8 o
T sl i % B 1
c
s f 1 2.1 -
g 4- A, - .09,7 L 4
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o 2 -4 202~ R
g 2 I ]
B 0 A IR R TR & -0.3 | | | |
0 02 04 06 08 1 )

0 0.1 02 03 04 05
energy (eV) energy (eV)
Secéo de choque integral elastica para espalhamento de elétrons por CsHs para a

simetria A; e a fase para £ = 0, mostrando o minimo de Ramsauer-Townsend.
V' M. H. F. Bettega, R. F. da Costa e M. A. P. Lima, Phys. Rev. A 77, 052706 (2008).
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» Aprendemos no espalhamento por um potencial que:

o(k) = D" 0ulk); oulk) = 13(20+ 1) sin’ (k)
£=0

vV atrativo: §; > 0; V repulsivo: §; < 0
Para baixas energias (k — 0) o potencial pode ser atrativo o suficiente de tal forma
que:
do (k) passa por m; de0 ~ 0
Para elétrons, o potencial &

V = ‘/esﬁnico + ‘/ﬂoca + ‘/polarizagéo
e para pésitrons é

V= ‘/estélico + ‘/polarizagéo

O potencial resultante portanto passa de atrativo para repulsivo. Como
consequéncia, 4o muda se sinal, passando por 0, da mesma forma que V. Neste
caso nao ha espalhamento ("Ramsauer-Townsend minimum").
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Secéo de choque e deslocamento de fase para a = 1 u.a. e Uy = 9.5 u.a., mostrando a
presenga do primeiro estado ligado para £ = 0 e de uma ressonéancia de forma para
{=1.
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Secéo de choque e deslocamento de fase para a = 1 u.a. e Uy = 9.8 u.a., mostrando a
presenga do primeiro estado ligado para ¢ = 0 e de uma ressonancia de forma para
¢ =1 (mais fina e em uma energia mais baixa do que para Uy = 9.5u.a.).
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Secéo de choque e deslocamento de fase para a = 1 u.a. e Uy = 10 u.a., mostrando a
presenca do primeiro estado ligado para £ = 0 e para £ = 1 ( a ressonancia associada a
¢ =1 passou a ser um estado ligado do pogo).



Dimeros e complexo
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(a) Formic acid dimer (FAD), (b) formamide dimer (FD), and (c) formic acid-formamide
complex (FAFC)
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Secdes de choque integrais elasticas para espalhamento de elétrons por dimeros de
acido férmico e de formamida e pelo complexo acido formico-formamida, mostrando

ressonancias de forma.

v’ T.C. Freitas, S. d'A. Sanchez, M. T. do N. Varella, e M. H. F. Bettega, Phys. Rev. A 84, 062714 (2011).
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