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Ementa:

Definicdes Basicas.

Espalhamento por um Potencial.

O Método das Ondas Parciais.

A Equacéio de Lippmann-Schwinger.

As Séries de Born.

Propriedades Analiticas da Amplitude de Espalhamento.
Métodos Variacionais.
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Métodos ab initio para o espalhamento de elétrons e pdsitrons por moléculas:
método Schwinger multicanal, método matriz-R, método variacional Kohn complexo.
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The theory of electron-molecule collisions
N. F. Lane

Physics Department, Rice University, Houston, Texas 77001

and Joint Institute for Laboratory Astrophysics, National Bureau of Standards and University of
Colorado, Boulder, Colorado 80309

The current state of the theory and its to I 1 lecule collisions is
reviewed. The emphasis is on elastic scattering and vibrational and rounon-l excitation of small diatomic
and polyatomic molecules. New and traditional theoretical approaches are described, and the results of
calculations are compared with existing experimental measurements.

11. APPLICATIONS
A. Introduction

The ultimate test ofatheory, of course, is how wellitde-
scribes the physical phenomena. Inprinciple, this is de-
termined by comparison with experimental measurement.
However, measurements always contain some error, and
oftenthe amount of error is not wellknown. So, progress
in understanding requires that theory and ex-
periment proceed hand in hand. Error in theoretical
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Motivacdo: problemas unidimensionais em Mecéanica Quantica.

» Equacéo de Schrédinger dependente do tempo:
v Vamos considerar uma particula sem spin, sujeita a um potencial independente
do tempo V (z):

OV (x,t)  h* PV(x,t)
ot T 2m 022
v |¥(z,t)|*dz = probabilidade de encontrar a particula, no tempo t, com
coordenadas entre x e x + dx.
v Uz, to) — V(x,t).
v V(z) - Separagéo de variaveis: ¥(z,t) = ¥ (x)x(t). Com isso temos
U(z,t) = ¢ (x) exp[—iE(t — to)/h], onde ¢ (x) é solugao da equagdo de
Schrédinger independente do tempo.

» Equacéo de Schrédinger independente do tempo (ESIT):

ih + V(z, t)¥(x,t)

& @) v = B@)

" 2m da?

onde F é a energia da particula. O operador entre conchetes representa a energia
do sistema e é chamado operador Hamiltoniano H. Podemos escrever esta
equagao em uma forma compacta:

Hip(x) = Ey(z)



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Equacéo de Schrédinger independente do tempo (ESIT):

v Dependendo de V (z), a ESIT pode ter solugdes para E discreta, continua ou
ambas. Vamos discutir aqui o problema de espectro continuo (E > V).

v Vamos considerar o problema de um feixe de particulas sem spin espalhado por
um alvo. Dentro das condi¢des experimentais, podemos considerar o espalhamento
de uma particula do feixe por um potencial V (x) (representando o alvo). As
particulas espalhadas sédo detectadas em um regido fora da “regido de interagdo”
(fora do alcance de V (z)). Neste sentido, as particulas incidentes e espalhadas
comportam-se como particulas livres.

» Particula livre:
2

P L d
HO_%’ P—)—Zﬁ%, [HO,P]—O

v A solugdo de Hoy(x) = Evp(z) é ¢4r(z) = exp(+ike), onde p = £hk e

E = 1?k?/2m. Neste caso o espectro é continuo é duas vezes degenerado, pois ha
duas solugdes linearmente independentes, 1. (z), associadas ao mesmo
autovalor de energia E = h?k?/2m. A solucéo geral é:

Ay (z) + By—i(x) = Aexp(ikz) + Bexp(—ikz)



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Simetria de Hy:

v’ Hy é par (trocando z por —z, Ho permanece 0 mesmo), e portanto assume
solugdes pares e impares:

Yo (z) = cos kx (par); v, (z) = sin kx (impar)
v Vamos agora introduzir um potencial V(z) tal que V (z) = 0 para |z| > a.
v Neste caso H é dado por:
P2

H=— .
5 TV (@)

Para |z| > a as solu¢gdes ndo mudam (continuam sendo solugdes para particula
livre). Vamos escrevé-las na forma:

1/)<+)(1’) | Texpikz, sex > a
" | expikz + Rexp(—ikz), sex < —a

onde T e R estao relacionados aos coeficientes de transmisséao e reflexao
respectivamente.



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Potencial par: V(—z) = V(z). Assim as solugdes ficam:

| cos(kxz +do), sex > a [ sin(kx +01), sex >a
Yo(z) = { cos(kz — dp), sex < —a (@) = { sin(kx — 01), sex < —a

onde Jy e d; sdo os deslocamentos de phase (“phase-shifts”) e dependem de V (z).
v Vamos combinar as solugbes v (z) e 11 (x) nas duas maneiras seguintes:
Para z > a:

(@) = exp(ido)vo(w) +iexp(id )i (x) =
= exp(ido) cos(kx + do) + i exp(id1) sin(kz + 61) =

= % [exp(2id0) + exp(2id1)] exp(ikz)

Para z < —a:

WP (x) = explido)to(w) + i exp(idi)ihr (z) =
= exp(ido) cos(kx — do) + i exp(id1) sin(kx — §1) =

= exp(ikz) + % [exp(2id0) — exp(2id1)] exp(—ikx)



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Determinagéo de T' e R:
v Comparando temos:

T = % [exp(2io) + exp(2id1)] = % {lexp(2ido) — 1] + [exp(2i01) — 1]} +1 =
= = {21 exp(ido) sin do + 2iexp(id1)sind1 } + 1 =
= 1+ iexp(id)sing
R — % [exp(2i80) — exp(2i61)] = %{[exp(?i&)) 1] — [exp(2i8)) — 1]} =

-1 {2i exp(ido) sin dg — 2i exp(id1) sind1 } =

= Zz exp (26;) sin &;

1=0

Desta forma T e R ficam determinados completamente pelos deslocamentos de
fase do e 41 das solugdes par e impar.



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

> “Forward and backward scattering”
v Vamos agora considerar “coordenadas polares”, definindo: r = |z,
0 =0sex>a; 0§=mrsex< —a.Destaforma podemos introduzir uma
dependéncia angular nas solugbes escrevendo:

v (2) = exp(ika) + g(0) exp(ikr), (r > a)

onde g(0) =T —1eg(r) = R.

A solucdo acima descreve uma onda plana, que € a solugdo do problema na
auséncia do potencial (V (z) = 0), e uma onda espalhada que é devida a presenga
do potencial V(x). A fungdo ¢(#) descreve a parte angular da amplitude de
espalhamento. E importante notar que esta solugao difere da solugdo anterior, onde
separamos as ondas incidente, refletida e espalhada (note que ¢(0) =7 — 1, e ndo
T).



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Conservagao da probabilidade e o teorema 6tico:
v" Definimos:

p(z,t) = [U(z, )% j(x,t) = %Re{‘ﬂ*(m F%H

v Equacéo da continuidade:

Op(z,t) | 9j(x,t)

ot or 0



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Conservagao da probabilidade e o teorema 6tico:
Como estamos tratando de estados estacionarios temos:

o) = Lre v [452]

m 1

Aplicando para
1/’(+)( ) = Texpikz, sex > a
= expikz + Rexp(—ikx), sex < —a
temos
. kT2 sex > a
i(@) = { (1 \RP), sex < —a

Igualando obtemos: |R|* + |T|*> = 1.



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Conservagao da probabilidade e o teorema 6tico:
A intensidade total de espalhamento é:

9(0)* +1g(m)[* = |T =1 +|R|* = |T = 1] + 1~ |T|* = 2Re[(1 ~ T)] = —2Re[g(0)]

Note que a fungéo ¢(#) é adimensional e seu médulo quadrado corresponde a
probabilidade de espalhamento. No caso tridimensional a amplitude de
espalhamento tem dimensao de comprimento, e seu médulo ao quadrado
corresponde a sec¢ao de choque diferencial (como veremos daqui a pouco).
Vamos escrever ¢(*) (z) na forma:
6 (@) = exp(ika) + £(0) 22U

T
onde f(#) tem dimensao de comprimento. Vamos relacionar f(#) com g(6) através
de:

7(6) = 2-9(6)



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Conservagao da probabilidade e o teorema 6tico:
Desta forma temos:

go|f(9)|2 = |fOP +|f(m) = T =
2
= *ﬁRe[lkf(U)] = Efm[f(o)]

que é o teorema 6tico.
A amplitude de espalhamento pode ser escrita em termos dos deslocamentos de

fase como:

1
fo = % Z exp(ilf) exp(id;) sin 6; =

Ny lexp(2i6) — 1)
= Zexp(zl@)#—

1=0

= Z exp( zl@

Zexp (410) f1



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Aplicacéo para V(z) = —Vod(x):
v Par.
v" Curto alcance.
v Admite estado ligado.
v’ Facil de fazer as contas!
Equagéao de Schrddinger independente do tempo para E > 0:

hod?
{—%@ +V(z)| ¢(z) = EY(z)
ou
[+ v = v, 1 = 2E, v = Zhv
Solugéo:

| cos(kx + o), sex >0
Yo(@) = { cos(kx — do), sex < 0

A solugdo impar se anula na origem e, portanto, 51 =0 e f1 = 0.



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

> Aplicacéo para V(z) = —Vod(x):
A descontinuidade da derivada primeira fornece (integrando a equag¢édo em torno de
x=0):

dyg dipy ot
ol -t —-uwo
. Uo
—2ksindg = —Up cos 69 — tandg = 2%

Temos entao:

) = 2k 2k

o [50—1] - 1 1+ itando - 1 2k + iUy _ - Up
2ik K

1 — itan oo - 2k — iUo 2k — iUo)

g(0) = ikf(0) = %Z;iUz-Uo

Note que f(0) e g(#) sdo independentes de 0 e o espalhamentoparad =0e 6 ==
tem as mesmas amplitudes (isotrdpico).



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

> Aplicacéo para V(z) = —Vod(x):
Temos entao que:

ZUO iUo 2"47 2
T 1= T=1 = T
9(0) 2% —ilo ok iy
(w)—R:A—HRP:Uig
g 2k — ilUo 4k + U2

ITI* +|R* =1

o AR?
AR+ U



Problemas unidimensionais em Mecanica Quéantica.

» Aplicacéo para V(z) = —Voé(x):
Vamos resolver agora da maneira usual. A solugéo é:

B ) = T expikz, sex >0
Y= expika + Rexp(—ikz), sex <0

Continuidade da fungédo naorigem: T =1+ R
Descontinuidade da derivada primeira:

‘ - 2ik iUs
T — lik — = UT —T=—""_ R=T—-1=—"2_— 40
kT = [ik — ik R] = =Uo 2ik + Uo’ ok —i, ~ 90
7 = 4k? R — o
w2+ U3 A2+ Ug



