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Ementa:

I Definições Básicas.
I Espalhamento por um Potencial.
I O Método das Ondas Parciais.
I A Equação de Lippmann-Schwinger.
I As Séries de Born.
I Propriedades Analíticas da Amplitude de Espalhamento.
I Métodos Variacionais.
I Métodos ab initio para o espalhamento de elétrons e pósitrons por moléculas:

método Schwinger multicanal, método matriz-R, método variacional Kohn complexo.
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Motivação: problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.
I Equação de Schrödinger dependente do tempo:

X Vamos considerar uma partícula sem spin, sujeita a um potencial independente
do tempo V (x):

i~∂Ψ(x, t)

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ(x, t)

∂x2
+ V (x, t)Ψ(x, t)

X |Ψ(x, t)|2dx = probabilidade de encontrar a partícula, no tempo t, com
coordenadas entre x e x+ dx.
X Ψ(x, t0) −→ Ψ(x, t).
X V (x) - Separação de variáveis: Ψ(x, t) = ψ(x)χ(t). Com isso temos
Ψ(x, t) = ψ(x) exp[−iE(t− t0)/~], onde ψ(x) é solução da equação de
Schrödinger independente do tempo.

I Equação de Schrödinger independente do tempo (ESIT):[
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x)

onde E é a energia da partícula. O operador entre conchetes representa a energia
do sistema e é chamado operador Hamiltoniano H. Podemos escrever esta
equação em uma forma compacta:

Hψ(x) = Eψ(x)



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Equação de Schrödinger independente do tempo (ESIT):

X Dependendo de V (x), a ESIT pode ter soluções para E discreta, contínua ou
ambas. Vamos discutir aqui o problema de espectro contínuo (E > V ).

X Vamos considerar o problema de um feixe de partículas sem spin espalhado por
um alvo. Dentro das condições experimentais, podemos considerar o espalhamento
de uma partícula do feixe por um potencial V (x) (representando o alvo). As
partículas espalhadas são detectadas em um região fora da “região de interação”
(fora do alcance de V (x)). Neste sentido, as partículas incidentes e espalhadas
comportam-se como partículas livres.

I Partícula livre:

H0 =
P 2

2m
, P → −i~ d

dx
, [H0, P ] = 0

X A solução de H0ψ(x) = Eψ(x) é ψ±k(x) = exp(±ikx), onde p = ±~k e
E = ~2k2/2m. Neste caso o espectro é contínuo é duas vezes degenerado, pois há
duas soluções linearmente independentes, ψ±k(x), associadas ao mesmo
autovalor de energia E = ~2k2/2m. A solução geral é:

Aψk(x) +Bψ−k(x) = A exp(ikx) +B exp(−ikx)



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Simetria de H0:

X H0 é par (trocando x por −x, H0 permanece o mesmo), e portanto assume
soluções pares e ímpares:

ψk0(x) = cos kx (par); ψk1(x) = sin kx (ímpar)

X Vamos agora introduzir um potencial V (x) tal que V (x) = 0 para |x| > a.
X Neste caso H é dado por:

H =
P 2

2m
+ V (x).

Para |x| > a as soluções não mudam (continuam sendo soluções para partícula
livre). Vamos escrevê-las na forma:

ψ(+)(x) =

{
T exp ikx, sex > a
exp ikx+R exp(−ikx), sex < −a

onde T e R estão relacionados aos coeficientes de transmissão e reflexão
respectivamente.



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.
I Potencial par: V (−x) = V (x). Assim as soluções ficam:

ψ0(x) =

{
cos(kx+ δ0), sex > a
cos(kx− δ0), sex < −a , ψ1(x) =

{
sin(kx+ δ1), sex > a
sin(kx− δ1), sex < −a

onde δ0 e δ1 são os deslocamentos de phase (“phase-shifts”) e dependem de V (x).
X Vamos combinar as soluções ψ0(x) e ψ1(x) nas duas maneiras seguintes:
Para x > a:

ψ(+)(x) = exp(iδ0)ψ0(x) + i exp(iδ1)ψ1(x) =

= exp(iδ0) cos(kx+ δ0) + i exp(iδ1) sin(kx+ δ1) =

=
1

2
[exp(2iδ0) + exp(2iδ1)] exp(ikx)

Para x < −a:

ψ(+)(x) = exp(iδ0)ψ0(x) + i exp(iδ1)ψ1(x) =

= exp(iδ0) cos(kx− δ0) + i exp(iδ1) sin(kx− δ1) =

= exp(ikx) +
1

2
[exp(2iδ0)− exp(2iδ1)] exp(−ikx)



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Determinação de T e R:
X Comparando temos:

T =
1

2
[exp(2iδ0) + exp(2iδ1)] =

1

2
{[exp(2iδ0)− 1] + [exp(2iδ1)− 1]}+ 1 =

=
1

2
{2i exp(iδ0) sin δ0 + 2i exp(iδ1) sin δ1}+ 1 =

= 1 +
1∑
l=0

i exp(iδl) sin δl

R =
1

2
[exp(2iδ0)− exp(2iδ1)] =

1

2
{[exp(2iδ0)− 1]− [exp(2iδ1)− 1]} =

=
1

2
{2i exp(iδ0) sin δ0 − 2i exp(iδ1) sin δ1} =

=
1∑
l=0

i(−1)l exp(iδl) sin δl

Desta forma T e R ficam determinados completamente pelos deslocamentos de
fase δ0 e δ1 das soluções par e ímpar.



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I “Forward and backward scattering”
X Vamos agora considerar “coordenadas polares”, definindo: r = |x|,
θ = 0 se x > a; θ = π se x < −a. Desta forma podemos introduzir uma
dependência angular nas soluções escrevendo:

ψ(+)(x) = exp(ikx) + g(θ) exp(ikr), (r > a)

onde g(0) = T − 1 e g(π) = R.
A solução acima descreve uma onda plana, que é a solução do problema na
ausência do potencial (V (x) = 0), e uma onda espalhada que é devida à presença
do potencial V (x). A função g(θ) descreve a parte angular da amplitude de
espalhamento. É importante notar que esta solução difere da solução anterior, onde
separamos as ondas incidente, refletida e espalhada (note que g(0) = T − 1, e não
T ).



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Conservação da probabilidade e o teorema ótico:
X Definimos:

ρ(x, t) = |Ψ(x, t)|2; j(x, t) =
1

m
Re

{
Ψ∗(x, t)

[
~
i

∂Ψ(x, t)

∂x

]}
X Equação da continuidade:

∂ρ(x, t)

∂t
+
∂j(x, t)

∂x
= 0



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Conservação da probabilidade e o teorema ótico:
Como estamos tratando de estados estacionários temos:

j(x) =
1

m
Re

{
ψ∗(x)

[
~
i

dψ(x)

dx

]}
Aplicando para

ψ(+)(x) =

{
T exp ikx, sex > a
exp ikx+R exp(−ikx), sex < −a

temos

j(x) =

{ ~k
m
|T |2, sex > a

~k
m

(1− |R|2), sex < −a

Igualando obtemos: |R|2 + |T |2 = 1.



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Conservação da probabilidade e o teorema ótico:
A intensidade total de espalhamento é:

|g(0)|2 + |g(π)|2 = |T −1|2 + |R|2 = |T −1|2 + 1−|T |2 = 2Re[(1−T )] = −2Re[g(0)]

Note que a função g(θ) é adimensional e seu módulo quadrado corresponde à
probabilidade de espalhamento. No caso tridimensional a amplitude de
espalhamento tem dimensão de comprimento, e seu módulo ao quadrado
corresponde à seção de choque diferencial (como veremos daqui a pouco).
Vamos escrever ψ(+)(x) na forma:

ψ(+)(x) = exp(ikx) + f(θ)
exp(ikr)

r

onde f(θ) tem dimensão de comprimento. Vamos relacionar f(θ) com g(θ) através
de:

f(θ) =
1

ik
g(θ)



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.
I Conservação da probabilidade e o teorema ótico:

Desta forma temos:

π∑
θ=0

|f(θ)|2 = |f(0)|2 + |f(π)|2 =
|g(0)|2

k2
+
|g(π)|2

k2
=

= − 2

k2
Re[ikf(0)] =

2

k
Im[f(0)]

que é o teorema ótico.
A amplitude de espalhamento pode ser escrita em termos dos deslocamentos de
fase como:

f(θ) =
1

k

1∑
l=0

exp(ilθ) exp(iδl) sin δl =

=

1∑
l=0

exp(ilθ)
[exp(2iδl)− 1]

2ik
=

=

1∑
l=0

exp(ilθ)
[Sl − 1]

2ik
=

1∑
l=0

exp(ilθ)fl



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Aplicação para V (x) = −V0δ(x):
X Par.
X Curto alcance.
X Admite estado ligado.
X Fácil de fazer as contas!
Equação de Schrödinger independente do tempo para E > 0:[

− ~
2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x)

ou [
d2

dx2
+ k2

]
ψ(x) = U(x)ψ(x), k2 =

2mE

~2
, U(x) =

2m

~2
V (x)

Solução:

ψ0(x) =

{
cos(kx+ δ0), sex > 0
cos(kx− δ0), sex < 0

A solução ímpar se anula na origem e, portanto, δ1 = 0 e f1 = 0.



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Aplicação para V (x) = −V0δ(x):
A descontinuidade da derivada primeira fornece (integrando a equação em torno de
x=0):

dψ+
0

dx

∣∣∣∣
x=0

− dψ−
0

dx

∣∣∣∣
x=0

= −U0ψ
+
0 (0)

−2k sin δ0 = −U0 cos δ0 −→ tan δ0 =
U0

2k

Temos então:

f(θ) =
[S0 − 1]

2ik
=

1

2ik

[
1 + i tan δ0
1− i tan δ0

− 1

]
=

1

2ik

[
2k + iU0

2k − iU0
− 1

]
=

U0

k(2k − iU0)

g(θ) = ikf(θ) =
iU0

2k − iU0

Note que f(θ) e g(θ) são independentes de θ e o espalhamento para θ = 0 e θ = π
tem as mesmas amplitudes (isotrópico).



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Aplicação para V (x) = −V0δ(x):
Temos então que:

g(0) = T − 1 =
iU0

2k − iU0
−→ T = 1 +

iU0

2k − iU0
=

2k

2k − iU0
−→ |T |2 =

4k2

4k2 + U2
0

g(π) = R =
iU0

2k − iU0
−→ |R|2 =

U2
0

4k2 + U2
0

|T |2 + |R|2 = 1



Problemas unidimensionais em Mecânica Quântica.

I Aplicação para V (x) = −V0δ(x):
Vamos resolver agora da maneira usual. A solução é:

ψ(+)(x) =

{
T exp ikx, sex > 0
exp ikx+R exp(−ikx), sex < 0

Continuidade da função na origem: T = 1 +R
Descontinuidade da derivada primeira:

ikT − [ik − ikR] = −U0T −→ T =
2ik

2ik + U0
, R = T − 1 =

iU0

2k − iU0
= g(0)

|T |2 =
4k2

4k2 + U2
0

, |R|2 =
U2

0

4k2 + U2
0


