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1 Forcas Centrais

Forga central é aquela cujo modulo depende apenas depende da distancia d do
cormo em movimento em relagao a um centro de referéncia — que consideraremos
ser um ponto O que seja a origem de um sistema de referéncia S(z,y, z). Desse
modo, d é simplesmente o comprimento do raio vetor do corpo, d = |F] = r =

24+y24+22)1/2 B sci i a0 da f 1 também é definid
(z®4y*+2z%)'/2. Em acréscimo, a orientacdo da forga central também é definida,
sendo paralela ou antiparalela a 7. Em suma,

F(r) = F(r)#, (1.1)

onde 7 é o versor unitario na direcdo de 7.
Aplicamos entdo a segunda lei de Newton, para obter

F(r)i = mr. (1.2)
Devemos agora desenvolver o membro direito de 1.2. Notemos inicialmente que
P =rf (1.3)

e portanto
7 =rr

P4 T (1.4)

A maior dificuldade é determinacgao de 7:

=00 (1.5)

.

portanto ) -
7 =77+ 166 (1.6)
Consequentemente, podemos calcular a 2% derivada de 7
7 = i + 700 + 700 + r6 + ro0 (1.7)
agora a proxima dificudade consiste na determinacao de :
0= —6r (1.8)

Finalmente, . . n .
P = i + 2700 + r6o — 0% (1.9)



Finalmente substituimos esse resultado em 1.2:
F(r)f = m(#f + 2700 + r60 — r6°#) (1.10)

Separamos agora as componentes da equagao vetorial 1.10:

F(T) . )2
e (1.11)
0 = 210+ rf

A primeira equagao de 1.11 divide a aceleragao total do corpo a = F(r)/m em
duas partes: a aceleragao radial 7 e a aceleragao centripeta a.,

2
a. = —r6* = %, (1.12)
r

A segunda equacao de 1.11, a multiplicamos por r, e considerando que (7'.2) =

277, obtemos:
d .. )
0= %(7"20) & 120 = constante (1.13)
Note-se que r20 = rvg, onde vy = 7 é a velocidade linear ao longo da érbita,
perpendicular a 7. Portanto, a constante em 1.13 é precisamente a razao entre

o momento angular L e a massa,
9
ref = — 1.14
(1.14)

Podemos agora analisar a primeira equagao de 1.11. Comegamos substituindo
eliminando a presenga de 6 a partir de 1.14:

F(r) . L?

P N (1.15)
ou seja,
F(r)y L*1
= Toae (1.16)

Para resolver essa equacao, poderiamos inicialmente multiplica-la por 7, para
obter, ap6s manipulacao:

r) dr 2
}i(f,Z):F( )de< ! > (1.17)

2 dt m dt  m2dt \2r?

Em outras palavras,

1d .4 1d L2 d 1
—— () =—— | F(r)dr— =— | — 1.18
2dt (%) mdt/ (r)dr m? dt (27"2) (1.18)
Conseguimos, assim, fazer uma primeira integracao de 1.16, que reescrevemos
na forma )
d (1., L*1 1
— | =7 ———— [ F(r)dr| =0 1.19
dt (QT +m2 2r2 m/ (r) r) ( )
Em outras palavras,
1 ., L*1
5m + oo /F(r)dr = E = constante (1.20)



e obviamente estamos falando agora da energia total da particula, que deve ser
constante, e compreende a energia cinética (o primeiro termo de 1.20) e a energia
potencial V’(r), que dividimos em duas partes: um potencial V(1) = — [ F(r)dr
exclusivamente devido a forga F(r) e um potencial centrifugo:

21

V'(r)y=V(r)+ S (1.21)

Podemos finalmente obter 7 de 1.20,

P\ 2 VBT (122)

que rearranjamos na forma

r(t)
/ S TP (1.23)
r(to) VVE = V'(r) 2

Pela resolucao de 1.23, encontrariamos a fungdo r(t), e com ela, poderiamos
determinar também 6(t), inicialmente substituindo r(¢) em 1.14 e em seguida
realizando uma integragao. Isso finalizaria a resolu¢ao do problema.
Entretanto, podemos evitar as dificuldades inerentes & integracao de 1.23, ape-
lando para outra possibilidade. Dividimos 1.22 por 6, para obter

r dr 1 /|2
52@:5’/E‘/m’ (1.24)

e substituimos 1.14, para obter:

2

r = %,/2m(E “VI), (1.25)

onde o simbolo ' representa a derivada em relacao a 6, de modo que v’ = %.
Assim podemos encontrar uma formula para a trajetoria r(0) através da equagao

integral

r(6) d

L / ! =06, (1.26)
r(00) T2/ 2m(E = V'(r))

Mas ainda podemos considerar os casos mais comuns na natureza envolvem

potenciais que variam com o inverso da distancia, jA que estao associados a
forgas que variam com o inverso do quadrado da distancia. Em outras palavras,

vin=2_v (1) (1.27)

r u

onde definimos u = 1/r e K é uma constante. Desse modo,
! ! 1
Viir)y=V () (1.28)

u

e assim usaremos em 1.26 a varidvel de integracao w ao invés de r:

u(0)
—L/ du =0 — 6y, (1.29)

00) \J2m [E - V' (1)]




(para passar de 1.26 para essa expressdo, consideramos que dr/r?> = —d(1/r) =
—du).

Seguindo o caminho alternativo apontado pela referéncia [1], facamos o seguinte:
partindo das fungoes paramétricas r(¢) e 6(t) em termos do pardmetro comum
t, definimos a fungao u(6) por

u(f) = — (1.30)

quebrando assim a necessidade da parametrizacao pelo parametro ¢t. Calculamos
sucessivamente a primeira derivada de r(t) com respeito ao tempo,

dr(t)  du~'(0) do(t)

Y = -
") dt a0 dt
- —%u’é = 200/ (1.31)
u
= —£ul
m

em que empregamos uma substituicao de 1.14. Agora, calculemos a segunda
derivada de 7(t) com respeito ao tempo:

i) = i(-b)

L df(t) du'(9) _

m dt  df
(1.32)
= —ééu” =
m
— LQ " __ _L2u2 "
m2r2 m2
Finalmente, substituimos essa expressao para #(t) em 1.16
L2y? F L? 1
L e EO) (1.33)

m2 m m2 3

que, ap6s manipulagao, se converte em

1
u = —%F (u> —u (1.34)

que é uma forma alternativa para a equacdo da trajetoéria apresentada final-
mente pela referéncia [1]. Essa expressao para u” contém duas contribui¢oes
distintas do lado direito: o primeiro termo, mais complexo, advém da forca ex-
terna F(r) = F(1/u), e o segundo é, obviamente, uma contribuigdo da forga
centripeta.

Nao nos ocuparemos em resolver 1.34 de modo anélogo ao feito para 1.25, o
que seria contraproducente, redundante. Ao contrario, a equagao 1.34 nos serve
para extrairmos uma informacgao interessante de outra natureza.



Note-se que, a parte o termo mais complexo que envolve F'(1/u), a equagao 1.34 é
dada por u” = —u, que é a equagao do movimento de um movimento harménico
simples (MHS) de frequéncia angular w onde mw? = 1. Consideremos entao que
a particula realize o movimento em um dominio estreito de valores de u. Nessa
situagao, seja ug = 1/r¢ o ponto central de referéncia na orbita, em que u” se

anule. Entao, de 1.34,
m 1
———F(— | —uy=0 1.35
L2u? (uo) Ho (1.35)

Podemos entao fazer uma expansao em série de 1.34 em torno do ponto ug.
Inicialmente escrevemos u = ug + du,

m

" __ o
e T P

G(ugp + du) — (ug + du) (1.36)

onde se definiu G(u) = F(1/u). Fazendo a expansao em primeira ordem de cada
termo, obtemos:

m ou
du” = e <1 - 2uo) (G(ug) + duG' (up)) — up — du (1.37)
Note-se que u é funcido de 6, e assim du” = d?u/df?, e por outro lado G(u) é

fungao de u, e assim na nossa notagao G'(g) = dG/du.
Expandindo os bindmios e desprezando o termo que aparece em du?, justamente
por ser quadratico e desprezivel,

2m m
" __ /
du' = fiLQUgG(uo) + a duG(ug) — a2 0uG' (ug) — ug — du (1.38)
Entretanto, note-se que para du = 0 temos v’ = 0 (pois assumimos que ug é 0

ponto de minimo, no qual v” se anula). Portanto,

m

Substituindo-se esse resultato em 1.38, obtemos:

o' =—|1- =G = _G'(uo)| 6 1.40
W == |1 = oGl + FraC )| o (1.40)
ou seja,

s = —Q%6u (1.41)
que representa um MHS realizado em torno do ponto u = wug, de frequéncia
angular

QG(U()) — UOGI(U())
Q= \/1 -m T2, (1.42)
0

Note-se que, para o caso particular do potencial gravitacional, G(u) = F(1/u) =
Ku?, e assim na expressio 1.42 teremos €2 = 1, o que significa que

ou = Acos(6 — 6y), (1.43)

ou seja, temos uma Orbita fechada, ja que para 6 — 6 + 27 temos a repeticao,
isto & §(0 + 2m) = 4(6).



Consideremos agora a orbita da particula para uma forga genérica. Essa orbita
pode corresponder a uma curva fechada ou nao. Se for uma curva fechada, se a
curva se fecha no primeiro percurso angular 6 — 6 + 27, podemos considerar a
area dessa oOrbita, que sera dada por

0427 1
S :/ —r2df, (1.44)
0 2

formula essa que deduzimos de simples consideragoes de geometria. Apelando
para 1.14, mr2df = Ldt, e assim

S = S Zdt=—T (1.45)
m m

onde T é o periodo da orbita. Assim, se a forma da orbita é conhecida, pode-
se determinar diteramente o seu periodo através de 1.45. Entretanto, fazendo
uma critica a essa afirmacao, a obtengao nao é imediata, ji que requere ainda o
conhecimento de L.

1.1 Forga inversamente proporcional ao quadrado da dis-
tancia: a forca da gravidade

Nesse caso,

. K

F(r)= ol (1.46)
onde K = —Gmyms, sendo m1, mo as massas dos corpos interagentes. A energia

potencial correspondente, associada apenas a forga F(r), sera

- K
VM:—/FMwW:— (1.47)
r
Aqui a equagao 1.34 mostrara seu valor maior. A escreveremos como
mK

Podemos definir a variavel v = u + mK/L?, e assim 1.48 se torna
v+ =0, (1.49)

que é a equagdo do movimento de um MHS de frequéncia angular w tal que
mw? = 1. A sua solucao geral é:

v(0) = Acos(0 — ) (1.50)
e assim, segue que

1 mK
0 = u(f) = Acos(0 — 0y) — T (1.51)

Essa expressdo descreve uma trajetoria periodica fechada, ja que r(0) = r(6 +
27). Os valores extremos de r ao longo do movimento sdo dados por:

1 K
R L

1.52
T4 L? ( )



Obviamente a solugao r_ s6 terd sentido se —A —mK/L? > 0. Caso isso nao se
verifique, nao ha sentido em se falar de r_ e a orbita so6 tera apenas um ponto
extremo, r4. Isso significa que a dérbita deveréd ser aberta, e assintoticamente
tender ao infinito.

De 1.52, constatamos que
1 1
—— —=2A (1.53)
r— T4+

Por outro lado, podemos obter r1 analisando-se a energia da particula, e com

essa informagao, poderemos determinar A através de 1.53. De 1.20,
L B L K _p (154)
m

Esta claro que nos pontos extremos r+ teremos 7 = 0. Assim fazendo em 1.54,

obtemos: )
L° 1 K
—s5t+t—=FE (1.55)
m2ry T4

Resolvendo explicitamente para (1/r), encontramos as duas raizes:

1 mK 2E [ L\°
— = —|=/1+— (=] -1 1.56
Ty L? + m (K) (1.56)
Substituindo-se em 1.53, encontramos
mK 2E [ L\’
A= ——r 1+ — | = 1.57
L2 s (K) (1.57)

e fica univocamente determinado o valor do parametro de amplitude A em ter-
mos do momento angular L e da energia F da particula.

Discussao:

1. Observando 1.51, diga se ha um significado fisico, ainda que aprozimado,
para 1/A.

2. Considere os casos extremos de momento angular muito pequeno e muito
grande. Quais os correspondentes valores de A?

3. Na mesma situagao do item anterior, quais os valores aproximados de
1/r+? (considere para isso, obviamente, a expressao 1.52).

Como mostraremos, posteriormente, a expressdo 1.51 descreve a familia das
segdes conicas (ver figura 1). Tomando-se a equagao do cone,

z=oav/z? +y? (1.58)

e a do plano que o corta,
z2=pPy+7~ (1.59)

By +v=av/a?+y? (1.60)

obtemos:



<

2 2
Cone:z=oaVx'+y

X

Figura 1: Representagdo de uma figura conica (ver texto).

Elevando ao quadrado, obtemos

By +v=ayva?+y? (1.61)

Elevando ao quadrado e rearranjando os termos,
7 =a?z? + (o® = By - 2By (1.62)

Num artificio mateméatico, somamos 3v/+/a? — 32 aos dois membros de 1.62.
O termo somado a direita formara, conjuntamente com os termos que envolvem
y nesse segundo membro, um bindémio quadrado perfeito. O segundo (que foi
subtraido), passamos ao membro esquerdo de 1.62. O resultado final é:

a’y? 2 2 2 2 By ?
Essa equagao nao descreve sozinha a figura de interseccao, que reside no espago
e nao esta contida no plano zy (ver figura 1): necessitamos de uma equagio
adicional (uma entre 1.58 e 1.59). Para visualizar a figura de intersec¢do no
plano zy (por exemplo), faremos uma rotag¢ao do nosso sistema de coordenadas.
Uma vez que o plano z = Sy + v é paralelo ao eixo x, faremos uma rotacao em
torno de x para que a figura se apresente paralela ao plano xy. Antes disso,
faremos uma transla¢cdo de nosso sistema de eixos, dada por:

p
Yoyt s _752 (1.64)

Com isso, as equacoes da conica se tornam:

z = By+’y(1+ p )

a2 — B2

1.65)
a2 (
o Bz a’z? + (a? — 3%)y?
Agora fazemos a rotagdo em torno de z, em um angulo ¢:
z = Z'cosp+y'seng
y = 2z'send —y'coso (1.66)



Nosso objetivo é eliminar a dependéncia com respeito & coordenada z. Uma
vez que essa coordenada s6 aparece na primeira equagao de 1.65, ela é o ponto
chave. Substituindo 1.66 em 1.65, encontramos:

2'cosd + y'send = B(2'seng — y'cosp) + v (1 + 042562> (1.67)
Agrupando termos,
2 (cosp — Bsend) + ' (send + Bcosp) = v (1 + 02652) (1.68)

Com essa rotagao, queremos que 2z’ seja constante. Isso conseguimos se fizermos
seng + fecosp =0 <=  tgp=—0 (1.69)

o0 que implica no anujlamento do termo em 3’ em 1.68 e imediatamente na
constancia de 2/,

’ Y
=— |14+ ——5/—— 1.70
: ,/1+52( +a262> (L70)
Conhecido o angulo ¢ correto de 1.69, substituimos a expressao de y (de 1.66)
na segunda equagao de 1.65:

a?y? 2,2 2 2y (. / 2
e =a"z” + (o — B7) (2'send — y'coso) (1.71)
ou seja,
2.2 2 2
o™y 2 9, =B "2

252 . 22 1.72
o — 32 ax+1+52 Z'B+y) (1.72)

Lembrando que 2/, é constante, fazemos outra translacao ao longo do eixo vy,
y =y - B (1.73)

e finalmente nossa equagao para a conica, projetada no plano zy e centrada no
ponto (z,y) = (0,0), &

2.2 2 2
o™y 2.2, 0" =P 4
—— =+ —— 1.74
a? — (32 1+ B2 Y (1.74)
Notemos que essa fungao 1.74 deve definir familias de curvas que diferem, basi-
camente, pelos sinais dos termos. Nesse sentido, a magnitude mais relevante é
o sinal de a? — 3%, Distinguimos assim:

a?-p5%2 > 0
a?—p% < 0 (1.75)
062 _ ﬂQ = 0

No primeiro caso, podemos reescrever 1.74 como:

a® = a?x? + by? (1.76)

que é a equacao de uma elipse. No segundo caso,

a® = b*y? — o*a? (1.77)



que é a equagao de uma elipse.

O terceiro caso requere atencdo. Em varias instancias o termo o — 32 aparece
em denominadores, e nao poderia portanto ser zero. Devemos tomar a equagao
original 1.62 (justamente, nas passagens consecutivas, se fez divisio por a? — 32,
que seria inaplicavel neste caso): ela se reduz a:

v = a’z? — 2By (1.78)

e portanto corresponderé a uma parabola dada por
_ s 7
2By 2

Vamos agora manipular a equagao da trajetoria 1.51. Por simplicidade, escolhe-
mos Ay = 0. Multiplicamos por r e consideramos que, nas coordenadas polares,
rcosd = x. Obtemos entao a forma de 1.51 em coordenadas cartesianas:

1=Ax — @\/xQ—l—yz (1.80)

L2

K\? K\?
1= ((Z) —A2> 22+ 2Ax + (WILP) y? (1.81)

Notemos que essa expressao pode ser reescrita na forma

y (1.79)

Assim,

_ 2mE

1= 72

mK\?
2+ 2Ax + (L) y2 (1.82)
Pontos de andlise:

1. Desenvolva 1.82, elimine o termo linear em x absorvendo-o em um biné-
mio quadrado perfeito; chegue a uma equacdo final. Atencdo ao sinal da
energia total E, fato crucial.

2. Mostre a analogia entre a expressao resultante e a equacao das conicas,
1.74

A reta como trajetéria possivel:

Ha ainda o caso da trajetoria retifnea que nao consideramos. Poderfamos ten-
tar desenhar uma trajetéria retilinea a partir de uma elipse progressivamente
achatada em um dos lados at6 limite em que se reduza a um segmento de reta.
Sendo a equagao da elipse dada de modo geral por

1 = a%z? + b2, (1.83)

poderiamos achatar a elipse, por exemplo, ao longo da coordenada y, levando b
ao infinito e reduzindo a a zero:

lim {1=a*"+b"y"} = {zeR,y=0}, (1.84)
a — 0,
b — oo

Para se conseguir essa possibilidade, deveriamos fazer L — 0 em 1.82. De fato,
isso faz com que o termo que multiplica y? tenda ao infinito, como desejado.

10



Atividade:

Verificar quais as condigoes requeridas de L e E para que o termo em z* se anule.
Nota: isso deveré ser feito, obviamente, na equagao 1.82 apds a montagem do
binémio quadrado perfeito (no Ponto de andlise 1).

Outra possibilidade mais simples e coerente é a de se tomar a equagao 1.14,
tomando L = 0:

2

20 =0 — =0 — 6 = const., (1.85)

que descreve uma trajetoéria que se desenvolve ao longo da linha radial r € R, &
raao temporal dada por 1.22, com L = 0:

r(t) = ; (1.86)

que d4 a reta r(t) = RUAGIN

m
Em suma, a trajetoria retilinea é uma solugao de momento angular zero.

1.1.1 O problema de Rutherford

Um caso interessante é o da trajetéria de uma particula que sofre a acao de uma
forga central repulsiva, e em particular inversamente proporcional ao quadrado
da distancia. Tal é justamente a situagdo de uma particula alfa, de carga po-
sitiva, que se dirige a um nicleo atémico pesado. Esse é o problema classico
estudado teorica e experimentalmente por Ernest Rutherford.

Consideremos, por simplicidade, que 8y = 0. Nesse problema, a constante K em
1.46 é positiva. Isso impoe restrigoes aos valores de 6, ja que o segundo membro
de 1.51 nao pode ser negativo, pois r(6) é necessariamente positivo. Assim os
valores extremos de 6 satisfazem a igualdade

K

m
OZACOSG—ﬁ, (187)
cuja solucao nos da
mK
0 arcos (AL2> , (1.88)

onde A é dado por 1.57. Nos extremos de # em que 1.88 se verifica, temos
obviamente 1/r +— 0 o que significa que r — oo. Consequentemente, temos uma
orbita aberta, entre os dois limites

r— o0, 0= —arcos mi

T AL?
mk (1.89)

0= —_—

T = 00, “+arcos A2 )
formando uma abertura angular Af dada por
K

Af = 2arcos (TW) , (1.90)

Esse resultado pode ser escrito de outra forma. Calculando-se a tangente de
Af/2 e empregando-se 1.57, encontramos:

A6 2E L

11



\ L

T1¢

Observando-se 1.91, constatamos que a energia é necessariamente nao negativa.
Orbitas de energia positiva correspondem a hipérboles. Para E =, temos Af =
0, implicando muma trajetéria retiliinea.

Segundo 1.51, podemos determinar a distancia minima da orbita com respeito
ao centro de coordenadas. Isso corresponde a

d Asenb
0= dogym oAb 4y (1.92)
do (Acos@ - "ng()

Esse minimo corresponde a distancia maxima de aproximagao dada por

1
A-Tr
Atividade:
e A partir de 1.93 e de 1.57, mostre que
2EL?
T 5 + + e (1.94)

e Notemos que o angulo 6 é medido em nosso sistema de coordenadas. Usu-
almente considera-se o angulo ©, como mostrado na figura 1.1.1. Prove
que, em fungdo dele, reescrevemos 1.91 na forma:

C
cotg (2) = %% (1.95)
2 O problema de muitos corpos interagentes

2.1 O problema de dois corpos

Consideremos duas particulas 1 e 2 de massas e coordenadas respectivamente
mi, My € T1, 72, que interagem por uma forga de interagao mutua. Em outras

12



palavras, a particula 1 sofre a acao de uma forca produzida pela particula 2,
dada por:
Fgl = mlfl, (21)

e ao mesmo tempo, a particula 2 sofre a acdo de uma forca produzida pela
particula 1, dada por:
F12 = mgfg, (22)

sendo que, pela terceira lei de Newton, temos obrigatoriamente
Fig = —Fy. (2.3)
Somando-se 2.1 a 2.2, e considerando-se 2.3, verificamos que
Myt + mary = 0, (2.4)

0 que significa que

% <m17'71 =+ m27l“’2) =0. (2.5)

Dessa ultima relagao podemos assim verificar que o vetor

P= ml?l + m27%2 (26)

é constante. Ele tem unidades de momento, e corresponde a uma velocidade

7= Mar ot mery (2.7)
mi + mo

e essa velocidade corresponde & variacao temporal do vetor posicao

g Taf T mers (2.8)
mi + Mo

que, em consequéncia de 2.4, satisfaz

=

R=0 (2.9)

Verificaremos ser interessante efetuar uma mudanca de varidveis como segue
abaixo:

{r. 7} {7 R} (2.10)
onde as novas coordenadas vetoriais satisfazem a:
N = mo o
r = _— T
my + mo
(2.11)
_ = mi N
T2 = _ 7.
mi + mo

e além do mais, elas sdo bastante convenientes dado o fato de que se baseiam
no vetor 7, que marca a posi¢ao relativa das particulas,

F=7 . (2.12)

13



Multipliquemos agora a primeira equagao de 2.11 por m; e tomemos sua segunda
derivada em relagao ao tempo. Obteremos:

mimsa

mn%l = mlé + (213)

e
mi + mo
Substituindo-se 2.9 e definindo-se a chamada massa reduzida p, dada por

mims
= — 2.14
. (2.14)
e o vetor R d4 a coordenada do centro de massa do sistema formado pelas duas
particulas. De 2.14 obtemos, ap6s manipulagao:

mity = pr (2.15)
Podemos aplicar raciocinio similar para a segunda equagao de 2.11, para obter

Moty = —ur. (2.16)
Atividade:

e Prove 2.15 e 2.16.

2.2 Presencga de forcas externas

Podemos considerar o caso em que hé ainda outras forcas externas agindo sobre

as particulas 1 e 2, que designaremos respectivamente por ﬁf e ﬁf Nesse caso,

2.1 e 2.2 se tornam: . . .
For +Ff = mar,

21T - (2.17)
F12 —|—F’28 =  MmMara.

Nesta situacdo, apesar de 2.3 ser valida, 2.4 ndo se aplica. A soma de 2.1 e 2.2
dé,: . .
mﬁi +m2FQ :Fle+7F26 (218)

Consequentemente, o vetor R j& definido em 2.8 nao satisfaz mais 2.9, e agora
obedece a:

MR = F} + Fy, (2.19)

onde definimos a massa total M = mq + mo
Suponhamos que as forcas externas Fy, atuam sobre o sistema de particulas
causando-lhes uma aceleragao comum da. Este caso corresponde a

fe  fre
i=—+=-2 (2.20)
mi mao
em razao do que 2.15 e 2.16 levam a:
. F I3
F=t=_22 (2.21)
0 j

Verifica-se, portanto, que 2.19 e 2.21 s@o as equagdes do movimento do sistema
de duas particulas.
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O sistema de equagoes 2.11 revela que as coordenadas 7 e 75 se compoesm de
duas partes: um termo comum R que define um ponto de referéncia relativo, e
as contribuigoes restantes que envolvem o vetor 7, nos segundos membros das
equagoes desse sistema. O ponto definido pelo vetor R define o chamado centro
de massa do sistema.

Atividade:

e Escreva a energia cinética do sistema K = £myv{ + $m2v3 em fungdo da
velocidade do centro de massa, definida em 2.7, e da velocidade relativa
¥ = 7. Prove que

1 1
K=_-MV?+ — (2.22)

D) 2

e Verifique que ¥ = ¥ = ¥, — ¥, provando assim que v é a velocidade relativa
entre as particulas.

e Prove que o momento angular total L= mq (71 X 1) + ma(Ta X U2) pode
ser escrito como:

L=M(RXV)+ u(Fx ), (2.23)

atestando assim que o momento angular total é a soma do momento angu-

lar do sistema em relacdo ao centro de massa, M (R x V') com o momento

—

angular relativo p(7 X 7)

2.3 O problema de ‘N’ corpos

A extensao do caso ao caso geral de N corpos é imediata, mas consideraremos
da seguinte maneira: definimos o vetor posicao das ¢ = 1,...N particulas pelo
conjunto de vetores 7, e entao definiremos um novo sistema de coordenadas 7; /
por:

7' =7 —R. (2.24)

A partir dessa definicao, verificamos que
N N
S iy = Y mars - B, (229
i=1 i=1

Podemos entdo definir B por
N S
R= 722':]1;”1, (2.26)

0 que automaticamente anula o segundo membro de 2.25, isto é, temos

N
> mai ' =0. (2.27)
1=1

Obviamente que 2.27 implica que o momento total relativo do sistema de par-
ticulas se anula,

N
pl=> mid; ' =0. (2.28)
i=1
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onde ¥; =7 /.
Note-se que o momento total P satisfaz:

N N N
=1 =1 =1

onde se empregou 2.28.
Atividade:

. C . N
e Verificar que a energia cinética total do sistema, K =) ." %mivf pode
ser escrita por:

N

1 1

K= §MV2 + §miv§2. (2.30)
i=1

3 A gravitagcao newtoniana: aspectos matemati-
cos e principios da teoria do potencial

Seguindo a expressdo newtoniana para a forga da gravidade, apresentada na
equagao 1.46, fazemos, naturalmente, a extensao para a forca gerada por um
conjunto de massas m; (i = 1,...N) com respectivos vetores posigao 7;, que atua
sobre uma massa de prova m, localizada na origem:

- N Gmm,; .
F=>Y" Vi, (3.1)

onde V; é o volume de cada massa m;; e para o caso de uma distribuigao continua
de matéria, com densidade p definida ponto a ponto, temos:

F= / ng’(ﬁmf’ﬁ (3.2)
T

Obviamente que, se m nao se localiza na origem e tem um vetor posigao 7,
devemos reescrever 3.1, e em especial 3.2, da seguinte forma:

F= / CmpT" —7) oo oo (3.3)

7 =

Definimos assim a aceleracao da gravidade a, da massa m considerando-se a II
lei do movimento de Newton, portanto igualando-se 3.3 a may:

dy = / M(f’ — 737, (3.4)

[ —

Define-se também o campo de gravidade, ou campo gravitacional ¢, exatamente
por 3.4, isto é,
g=d, (3.5)

Note-se que ¢ independe da massa m que experimenta o campo gravitacional
G, e que, segundo 3.4, ¢ é uma funcao das coordenadas do vetor posicao 7.
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Se por um lado a energia gravitacional é determinada em fun¢do de uma in-
tegral de linha da forga gravitacional, definimos também o chamado potencial
gravitacional V como sendo a integral de linha do campo gravitacional:

Vi) = - / G- dr. (3.6)
Sendo assim, explicitamente,

N
UGESY Gms (3.7)

r
i=1

para o caso de um conjunto de massas m; geradoras do campo; e

. Gp(" — 1) 3
v = [ . (3.8)

quando a fonte geradora do campo é uma distribuicao de densidade de massa.
Visto que a forca gravitacional é uma forca conservativa, ela pode ser escrita
como o gradiente de uma funcao escalar, que em particular, é o proprio potencial
gravitacional V (7):

F=—-VV(7 (3.9)

Por outro lado, estabelecemos a relagdo entre o campo gravitacional ¢ e o po-
tencial gravitacional V (7) por:

F=vVV(@, (3.10)

de modo que a relagao inversa é

V() = /g- i (3.11)
Atividade:

e Discutir como podemos obter o campo gravitacional gerado por uma esfera
de massa M cuja densidade de matéria p(7) seja constante.

3.1 Equagoes basicas para o campo de gravidade

Uma vez que § é o gradiente de uma funcdo (segundo 3.10), segue que seu
rotacional é idéntico a zero, dado que o rotacional de um gradiente é zero:

Vxg=0. (3.12)
Atividade:
e Prove que o rotacional de um gradiente é sempre zero, ou seja, que
V x (Vo(r))

para qualquer fungéo ¢(7) da variavel 7.
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Explicitamente, 3.12 significa:

0z ox ox 0z dy ox

Entretanto, essas relagoes nao sao suficientes para determinar ¢ univocamente.
Isso podera ser feito com o conhecimento da distribui¢do de matéria, causa
primeira do efeito da gravidade.

Consideremos um volume V' do espago, dentro do qual haja uma particula de
massa m. Por simplicidade, escolheremos um sistema de coordenadas cujo cen-
tro estd em m. Podemos determinar o campo gravitacional ¢ gerado por essa
massa num ponto especifico da superficie fechada ¥ que envolve o volume V.
Para isso, apelamos a 3.5 e 3.4, e consideramos 7 = 0.

G=——r? (3.14)

Agora, faremos uma integral de superficie do vetor ¢ ao longo de toda a a

superficie X:
. 1 .
/g’-dS: —Gm/—Zf-dS (3.15)
r

O produto escalar 7 - ds significa a projegao do vetor infinitesimal dsS ao longo
da diregao de 7, ou seja, significa a projecdo elemento de superficie dS no plano
perpendicular a #. Em outras palavras, 7 - ds = r2dS2, onde d) é o angulo sélido
centrado em 7 = 0 que corresponde a ds. Assim, 3.15 se torna:

/ﬁ ds = —Gm/Q = —GmAr. (3.16)

Podemos considerar também que a fonte geradora de gravidade é uma distribui-
¢ao de massa com densidade p(7), ao invés de simplesmente a massa m. Nesse
caso, reescrevemos 3.14 como

g= —/ Golr) v (3.17)

r2

e assim 3.15 se converte em:

/g. d5 = — / / Gp(v’)dvrizf .d§ (3.18)

e em vista de 3.16, isso se reduz a
/ G-dS=— / ArGp(F)dV (3.19)
Por outro lado, sabemos do teorema de Gauss que uma integral de superficie de

um campo vetorial ao longo de uma superficie fechada é idéntica & integral de
volume do divergente desse campo, ou seja:

/g.d§;/vg dav. (3.20)

Em vista disso, podemos reescrever 3.19 na forma

/v G AV + /47er(F)dV —0 (3.21)

18



Em outras palavras,
/{V -G+ 4nGp(F)}dV =0 (3.22)

Uma vez que esse resultado independe de qual volume escolhemos para a inte-
gragao, segue que
V- §+4nGp(7) =0, (3.23)
isto é,
V.g=—4nGp. (3.24)
Lembremos que, em coordenadas cartesianas, 3.24 é escrita na forma

dg1 | O0g2 | Ogs
A 2
- + » + Gp(z,y,2) (3.25)

Atividade:
e Escreva 3.24 em coordenadas esféricas.

Finalmente, apelando a 3.10, escrevemos 3.24 na forma
V2V = —47Gp. (3.26)

que é a chamada equagao de Poisson. Para o caso especial em que p(7) = 0,
temos
V2V =0. (3.27)

que é a equacao de Laplace.

4 Relatividade do sistema de coordenadas

A escolha do sistema de referéncia de medidas impacto profundo nos parametros
caracteristicos (7, = 7) da dindmica de um corpo em movimento. O retrato
mais simples desse efeito é o conhecido péndulo de Foucault, cujo movimento é
sensivelmente alterado como consequéncia do fato de que o planeta Terra, como
um todo, gira com uma velocidade angular wr, em face do que todo ponto fixo
em sua superficie é um referencial acelerado, com uma aceleracao ar igual a
aceleragao centripeta a. = wrR3, sendo Ry o raio da Terra. A fenomenologia
dese efeito sera discutida ainda nesta secao.

Consideremos entao o problema da mudanga de sistema de referéncia sob um
ponto de vista fundamental. Sejam S e S’ dois referenciais, e seja P um ponto no
espago que assinale a posi¢ao de um corpo de massa m. Sejam assim 77 = (z,y, 2)
e’ = (2/,y,7) as coordenadas desse ponto tomadas, respectivamente, nos
referenciais S e S’. Se R é o vetor posicao que marca a origem O’ do sistema
S’ em relacao a S (e portanto R é um vetor que liga as respectivas origens O e
O’ dos dois sistemas de coordenadas), entao escrevemos:

F=7'+R, (4.1)

de sorte que a velocidade v = 7/ de P medida em S’ se relaciona a sua veloci-
dade v = 7 medida em S por:

7'=7+R, (4.2)
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S

e igualmente teremos uma diferenca nas aceleragoes medidas d =ved’' =7,
dada por:

-/ — =

i'=d+ R. (4.3)
Devido a essa diferenca, conforme o referencial escolhido se extraira conclusoes
diferentes a respeito do estado inercial do corpo, ja que as forcas F' = mad e
F’' = md’ diferirao por um termo mR. Sendo assim, se S for um referencial
inercial — e portanto nao acelerado —, as medidas tomadas em S’ implicam na

inferéncia de que o corpo em P experimenta uma forga irreal mR, que por isso
é denominada forga ficticia.

4.1 Sistemas de cordenadas rotativo

Consideremos que o sistema S é um referencial inercial, isto é, ndo é acelerado, e
que o sistema S’ esteja em rotagao em torno de seu eixo z’ com uma velocidade
angular w. Consideremos ainda que as origens dos sistemas de coordenadas
coincidem, isto é, que R = 0, e que 2/ = 2. Nessa situagdo, um dado vetor
7 =17/ sera escrito, em coordenadas cartesianas:

7

T + Yy + 22; (a)
(4.4)
— xl:%/ + y/gl + 2/73/; (b)

Ponhamo-nos no sistama S. Nesse referencial, veremos S’ em rotacao junta-

mente com os seus correspondentes versores unitarios 2 /, 4 ' e 2 /. Entao,
podemos empregar 4.4(b) para determinar a velocidade do ponto P:
T=d'd' + 99 + 3 + 2 + 'y +F. (4.5)

onde explicitamos as derivadas temporais de cada um dos seis vetores unitérios,
z, ﬁ, LB apenas quando nao nulas.

A expressao 4.5 é de certo modo ambigua: ela pode nos fornecer a velocidade
do ponto P tanto em relacdo a S’ quanto em relagio a S: para determinar a
velocidade medida em S’, que chamaremos de ¥/, basta considerar que todos
os versores & ', § ' e 2/ estdo estéaticos (pois de fato eles estao imoveis em S,
por defini¢do), e isso significa fazer

t'=g'=2"=0, (4.6)

0 que nos leva a:

v =3 +9'y + 7, (4.7)
Por outro lado, 4.5 nos da a velocidade em S se consideramos que os trés ver-
sores de S’ estao girando, justamente com a velocidade angular w: nesse caso,
substituimos 4.6 pelas equagoes correspondentes que traduzam o giro desses ver-
sores. Para determinar as derivadas temporais dos versores unitarios & e § em
S, seguimos raciocinio analogo ao que nos levou a escrever a derivada temporal
do vetor unitario 7 em 1.5. Chegaremos & conclusao de que:

¥ =wj
7 = —wi, (4.8)
2 =0
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Podemos portanto substituir esse resultado em 4.5, para obter:
T=d'2' +9' 9+ +w(—y'z' +2'5"). (4.9)

Entretanto, os trés primeiros termos do segundo membro de 4.9 sao justamente
¥’ (conforme verificamos de 4.7), entéo

+w(-yz'+2'9"). (4.10)

=2'x@2 ' +y9"). (4.11)
Em face dessa identidade, definimos um vetor & = w2, de onde segue que
wE@'y —y)=dx7 =d x T (4.12)

onde se ressaltou a igualdade entre 7 e 7. Substituindo esse resultado em 4.10,
encontramos finalmente a expresssao para v ’:

T=0'4@xF (4.13)

A expressao 4.13 traduz a seguinte correspondéncia: a derivada temporal (di/dt)
de um vetor @ no referencial S é ligada ao valor da derivada temporal (di/dt)’
de @ no referencial S’ por:

dit a\’ +
il IR Y e I
dt dt
O préximo passo é o célculo da aceleragao relativa, que é feito considerando-se
que @ = v. Poderiamos inicialmente fazer

i (4.14)

dv d
a:di;:%(ﬁwaxm, (4.15)
e assim obter
*—£*’+i(*>ﬁ) (4.16)
Cl—dtU dt w T). .

Entretanto, h4 uma questao sutil por tras disso que nos deixa num impasse que
impede o prosseguimento: nao poderemos identificar o termo

dv’
i (4.17)
com a aceleragao d@ ' medida em S’. De fato, a expressao 4.15 foi calculada no
referencial S, e assim 4.17 é a derivada temporal medida em S de uma velocidade
T’ que foi medida em S’. E portanto, um termo misto, hibrido, diferente de
a’'. A expressao auténtica para @’ deve ser obtida considerando uma derivada
temporal de ¢/ calculada em S’, ndo em S.
A solucao desse problema é obtida apelando-se a 4.14, considerando agora u
como sendo a velocidade ¢. Nesse caso, temos, sucessivamente:

d\’ d\’ d\’
a= [(dt) +wuxX|v= [(dt) + WX [(dt) + WX
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Desenvolvendo-se 4.18, encontramos:

2P\ (d@\’ i\’
i— (dt;) +(d“:) X 7423 X (d:) B X (@ % 7). (4.19)
———
10 20 30

No lado esquerdo dessa expressdo, temos @, a aceleracdo medida em S. No
segundo membro, o primeiro termo é a auténtica aceleracao medida em S’, isto
é, d’. O segundo termo contém a derivada temporal do vetor w em S’, que é

idéntica a sua derivada temporal em S: de fato, segundo 4.14,

das d\’ i\’
— == ix|od=[— 4.20
<dt> l(dt) X <dt>’ (4.20)
pois evidentemente & x @ = 0. O terceiro termo de 4.16 contém (d7/dt)’, que
’. Em face dessas consideragoes, reescrevemos

é nada mais nada menos que v '.
4.16 na forma final:

G=a ' +OXT+2IXT +@& x (& x7). (4.21)

4.1.1 Correspondéncia de forcas

Em posse da expressao da aceleracao 4.18, poderemos determinar a diferenga das
forgas medidas em ambos os referenciais. A forga em S serda dada por F' = md,
e portanto,

F=md'+mdx7+2mdxv +max (3x7). (4.22)

e, consequentemente,

—

mi'=_F —m@x7 —2m&x v’ —mdx (& x7). (4.23)
N~ ———
1 20 30 40

serd a for¢a medida segundo 5.

Analisemos os termos do segundo membro de 4.23. O primeiro termo é obvi-
amente a forga real F , medida no sistema de referéncia inercial S. O segundo
termo esta ligado a variagao temporal da velocidade angular, <, e é designado
por forga de Euler. O terceiro termo, designado por forca de Coriolis, esta
ligado ao fato de que o ponto P est4 em movimento (isto &, com uma velocidade
¥/ ndo nula) em relagao ao referencial S’. Esse termo leva o nome do enge-
nheiro Gustave-Gaspard Coriolis, que em 1835 publicou um trabalho em que
define matematicamente a forca que levou seu nome', no contexto das engrena-
gens de uma maquina industrial. Por fim, o quarto termo corresponde a uma
forca centrifuga.

Fagamos uma consideragdo com respeito ao quarto termo. Se 7 forma um angulo
¢ com o vetor velocidade angular &, e se designamos por p a distancia do ponto
P ao eixo z, segue que

2

ma x (& x 7) = mw?rsengp = mw?p, (4.24)

onde p' é o vetor, em coordenadas polares, contido no plano zy, que assinala a
posicao do ponto P.

1Sur les équations du mouvement relatif des systémes de corps, J. De I'Ecole Royale Poly-
technique 15 (1835)p. 144-154
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4.1.2 O péndulo de Foucault

O péndulo de Foucault é um dispositivo concebido inicialmente em 1851 por
Léon Foucault para demonstrar de uma maneira pratica, simples e direta, e sem
o apelo a nenhum recurso astrondémico, o fato ja estabelecido & época, de que a
Terra tem um movimento de rotagao em torno de seu préprio eixo.

No caso do péndulo de Foucault, temos trés forgas atuando: a forga de tensao
do cabo de suspensao T’, a for¢a da gravidade mg, e a corca centrifuga —mdJ x
(& x 7). Desse modo, F =T +mg — ma x (& x 7). Consideramos também que
&= 0, j& que a velocidade angular da Terra é constante. Considerando isso, a
equacao 4.23 se torna:

mi' =T 4+ mg—md x (& x 7) —2m@ x 7. (4.25)

Uma vez que o termo centrifugo é constante, normalmente definimos uma ace-
leragcao da gravidade efetiva, dada por:

Je=0—d X (@ x7), (4.26)
de modo que o problema se reduz a resolver a equagao:
ma' =T +mg. —2md x 7. (4.27)

Esta evidente, por essa expressao, que se nao fosse o termo de Coriolis —2ma x v/
a equagao acima corresponderia ao caso de um péndulo simples usual. Na
pratica, essa forga de Coriolis é da ordem de 0,1% do valor da aceleragao da
gravidade.

Explicitamente, escrevemos 4.27 como:

P27 ’ . dF ’
m (dt;"> =T + mg, — 2m@ x (;) . (4.28)

A inferéncia pratica revela que o péndulo de Foucault realiza um movimento de
precessao com uma velocidade angular constante (2. Esse movimento consiste
na rotagdo do plano de oscilagio do péndulo, em torno da diregao vertical (a
linha vertical que passa pelo ponto fixo de suspensdo do péndulo).

Entao, introduziremos um terceiro sistema de coordenadas S"(x",y",z"). Se
por um lado S e S’ tinham seus eixos z e z’ paralelos ao eixo de rotagao da
Terra — e portanto eram paralelos & velocidade angular da Terra & —, agora
escolheremos 2" perpendicular a superficie da Terra, no local onde o péndulo
oscila. Em outras palavras, 2z’ é a direcao vertical do lugar.

De modo similar ao que fizemos em 4.14, estabeleceremos a relagao direta entre
as derivadas temporais nos referenciais S”(z”,y",2") e S’(a’,y’, 2’). Mas se por
um lado em 4.14 usamos a velocidade angular & que correspondia & rotacao de
S’ em relagao a S, agora usaremos uma nova velocidade angular G =0z , que
representa a rotacao de S” em relagao a S’

@@
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(2" é o versor na diregdo z’”). A partir disso, obtemos a segunda derivada
temporal:

2
d2’,? li d "
@ _ “ 03"
(dt2> [(dt) o
d2_, 1 d—; 1
_ (dt;") F 0257 % (3" X ) + 205" x <d:)

Tgualamos agora a forga associada a essa aceleragao a forga expressa em 4.28
para obter:

—

e

(4.30)

f — - dr _ d>7 ! 023" S 03" dr !

+mge —2md x (dt) = (dtQ) +Q°2" x (2" x F)+2Q2" x <dt> (4.31)
Essa é uma equagao aparentemente complicada, mas sua complicagao reside
apenas na quantidade de termos; ela na verdade nao é de dificil tratamento.
Em face de nossa passagem para o novo sistema de coordenadas S”, devemos
reduzir 4.31 a um conjunto de termos que se refira unicamente a esse referencial.
Devemos portanto empregar 4.29 para eliminar a derivada (d/dt)" presente no
membro esquerdo. E em acréscimo, faremos uma reorganizacao dos termos para
reduzir 4.29 a:

dz_, 1" =
m< T) =T+ mg.

dr?
ai\" di\"
—2m@ x | = | +Q2" x7| —mQ22" x (2" x 7) —2mQ2" x | —
dt dt
(4.32)
Rearranjando os termos,
dz_, 1 .
m (dtgﬂ> =T+ mge
ai\ (4.33)
—2m (J+ 2"Q) x (dt) —2mQd x [27 x 7] —mQ22" x (2" x 7)
Agora convertemos os produtos vetoriais duplos usando a férmula
Ax (BxC)=B(4-C)-c (4 B), (4.34)
para obter:
e
m (dtz) = T+ mg.
ar\"”
= 21

—m [20(@ - 7) + Q3 (5 7)) 2"

+m 2@ - 2) + Q] 7

Notemos nessa ultima expressao o seguinte: tanto a tensao no fio de suspensao
do péndulo T quanto a for¢a da gravidade mg. (ambos na 1% linha de 4.35)
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estao contidos no plano de oscilagdo do péndulo. O mesmo se d4 com o quarto
e o quinto termos (na 3% e 4% linhas) pois ambos estdo na vertical do lugar
(na verdade, 7 e z” estdo paralelos). Apenas o termo na 2 linha que contém a
velocidade (d7/dt)” aponta numa diregao variavel, que nao esta necessariamente
contida nesse plano. Esse termo modifica a cada instante a orientagao do plano
de oscilacdo do péndulo, fazendo-o girar. Mas temos a liberdade de escolher
nosso sistema S” contendo a cada instante o plano de oscilasgao do péndulo,
e isso conseguimos simplesmente impondo que esse termo se anule. Assim,
fazemos com que, no lado direito de 4.35, s6 haja termos paralelos ao plano de
oscilacao. Em outras palavras, estamos escolhendo um sistema de coordenadas
S” em relagao ao qual o plano de oscilagao do péndulo esté parado.

No regime de pequenas amplitudes de oscilagao, podemos considerar que a ve-
locidade (di/dt)"” esta praticamente na horizontal. Entdo, se (d7/dt)” esta na
horizontal, devera estar no plano z''y”, e portanto serad perpendicular a 2”.
Assim, a tnica maneira de termos o anulamento desse termo seré se (dJ + 242)
também estiver no plano z’y”. Em outras palavras, (J + 2Q) devera ser per-
pendicular a 2", ou seja,

0=(@+02") - 2"=3-2"4+Q (4.36)
Isso significa que
Q = —wcosh (4.37)

onde # é o angulo que & forma com 2”. Esse angulo nada mais é do que a
latitude o mas /2, entao
Q = wsend (4.38)

4.1.3 Forca magnética

Ressaltemos em particular que a forga magnética que age em uma particula de
carga ¢ e massa m sujeita a um campo magnético externo B é dada por:

F,, = qv x B, (4.39)

e que depende, portanto, de sua velocidade ¥. Note-se, portanto, certa simila-
ridade dessa for¢a com a forga de Coriolis, 3° termo de 4.23: ambas dependem
linearmente da velocidade em fungao de um produto vetorial. Podemos agora
considerar o caso de um campo magnético constante, e verificar que se

- qa 5
=——2RB 4.40
@ 2m ( )
a forga magnética sera:
F, = —2m¥ x & = 2ma@ x 7, (4.41)

e assim recuperamos exatamente o termo da forca de Coriolis, do modo que
aparece em 4.23. Sendo assim, o campo magnético gerard um movimento de
precessio no sistema de cargas com velocidade angular &. E possivel mostrar
que, se consideramos um conjunto qualquer de cargas com o mesmo valor da
razdo q/m, e que essas cargas se atraem ou repelem mutuamente e em acréscimo
sofrem a acgdo de uma forga central, o comportamento é o mesmo. Esse modelo
simula, na verdade, um atomo “classico”.
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5 Resolugao de problemas do livro

5.1 Movimento em 2 - 3 dimensoes - Capitulo 3

Problema 42 (pag. 152) Conceba uma funcao de energia potencial que se
anule para v — 0o e que dé uma for¢a F ~ —k¥ para v — 0. Encontre essa
forca. Verifique, fazendo a integral de linha apropriada, que o trabalho realizado
por essa forca sobre uma particula que se mova de ¥ =0 a ¥ = 7y € a mesma
se a particula seque wma linha reta entre esses pontos ou se seque 0 percurso
(0,0,0) — (2,0,0) — (2,9,0) — (z,y,2), onde x,y,z sao as coordenadas

do ponto final marcado por 1.

Uma funcao que satisfaz o requisito é

uma combinagao do potencial harmoénico
V(r) = (1/2)kr? com uma exponen- —vi)
cial decrescente e =", como apresentamos -
abaixo:

V()

Vr)= %ke*‘”r? (5.1) |

.

Na figura ao lado, esse potencial é apre-
sentado para o caso em que kK = 1 e
a =0,02. A forca sera dada por:

F(r) = =VV(r) = =k (1= ) e ri

[OF]

(5.2)

Em carater preliminar, notemos algumas peculiaridades inerentes & nossa esco-

lha 5.2:
e Parar — 0, F(r) ~ —kf:

e Para r — oo, V(r) se anula;

O ponto ar = 2 marca um diferencial no comportamento da forga: nesse
ponto, ela se anula (ver figura);

Quando ar < 2, o termo entre paréntesis é negativo e a forga apontaré na
diregao oposta a 7. Sera portanto uma forca atrativa;

Quando ar > 2, o termo entre paréntesis serd positivo. Nesse caso, a
forga apontara para fora, isto é, na direcao de 7. Teremos entao uma forca
repulsiva;

No ponto em que F(r) se anula, o potencial atinge o seu maximo valor
Vmaz;

Se um corpo esta na regiao que satisfaz ar < 2 e sua energia mecanica
total E for menor que V.., 0 corpo ficard permanentemente oscilando
nessa regiao, ja que haverad uma barreira de energia potencial que nao é
suplantada. Entretanto, se £ > V4., 0 corpo podera migrar para a regiao
externa (isto é, a regido em que ﬁ(r) é repulsiva), e assim sera projetado
por essa forga para cada vez mais longe.
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O calculo do trabalho compreende a integral de linha
F=ro
W= / Fr) - dF (5.3)
7=0
Por simplicidade, vamos usar diretamente F(r) = —VV(r) ¢ o fato de que para
qualquer fungéo f(r), Vf(r) - dF = df (r). Segue disso que
W = —[V(ro) — V(0)] (5.4)

Vamos fazer agora a integral em 5.3 explicitamente para o segundo caminho de
integracao:

(2.0.0) _ (@v.0) _ (@y.2) _
W:/ F(r)~df’+/ F(r)~dF+/ F(r) - dF (5.5)
0 0 0
W =

—k fo(x,o,o) (1 — %) e~ rdr

—k fow’y’o) (1- %) e~ rdr

—k fo(x’y’z) (1—2)errdr

O desenvolvimento dessas trés integrais demandaria um tratamento numérico
(para dados valores de z,y,z) a menos que saibamos a func¢do primitiva do
integrando. Obviamente que a forma analitica dessa primitiva é ja de antemao
conhecida, e a determinamos diretamente de nossa escolha feita em 5.2, pois

d 1 —ar,.2 _ % —ar
dr<2€ r)—(1—2)e r (5.7)

e entao obteremos uma solugao direta do problema, comprovando a hipotese.

Problema 46 (pag. 153) Uma particula de massa m se move sob a agdo de
uma forca central cujo potencial €

V(r)=Kr', K >0.

Para que energia e momento angular a orbita serd um circulo de raio a em
torno da origem? Qual serd o periodo desse movimento circular? Se a particula
for levemente perturbada dessa orbita, qual serd o periodo das oscilagdes radiais
resultantes em torno de r=a?

Podemos usar 1.11, lembrando que no movimento circular 7 = 0. Assim, temos
a igualdade de forcas F(a) = —mab? = —Ka*:

mab? = Ka* (5.8)
ou seja, § = \/Ka3/m. Por outro lado, o momento angular ¢ simplesmente

L =mva = méaQ, e assim
L=VKma"? (5.9)
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Agora usamos 1.18 da apostila, que é a 3.212 do livro, para encontrar a energia,
obviamente agora tomando 7 = 0:

L2
2ma?

+V(a)=E (5.10)

A energia potencial correspondente V (1) sera dada por (via integragao) (1/5)Kr®.

Assim, obtemos diretamente
7
E=—Kad 5.11
TR (5.11)
A orbita perturbada correspondera a oscilagoes radiais dadas em funcao da

frequéncia angular w, dada no livro em 3.223,

1 (d*V’
o L (dﬂ) , (5.12)

m

onde V' é a soma do potencial (1/5)Kr® com o potencial centrifugo % (ver
3.218, no livro, ou 1.20 na apostila). Assim, verificamos que

v
10

14K a?
W= —2 (5.14)
m

A titulo de curiosidade, comparemos essa frequéncia angular de oscilagoes com
a velocidade angular do movimento #: encontraremos

V'(r) = —Kr® (5.13)

e portanto

Q:JH (5.15)

w

Assim, a cada orbita completa houve +/14 pulsacbes da trajetoria em torno de
r = a. Nao havendo uma proporcao racional, essas trajetérias perturbadas
nunca serao fechadas.

Problema 47 (pag. 153): De acordo com a teoria de Yukawa para as forgas
nucleares, a forca atrativa entre um prdton e um néutron tem o potencial

wm:Ki . K<o.

a) encontre a for¢a e compare-a com a lei do inverso do quadrado;

b) discuta os tipos de movimento que podem ocorrer se uma particula de massa
m se move sob acdo de uma tal forga;

¢) Discuta qual a diferenca esperada para os movimentos, com respeito ao caso
da forca 1/r%;

d) Encontre a energia e o momento angular para um movimento em Jrbita
circular de raio a;

e) Encontre o periodo do movimento circular e o periodo de pequenas oscilagoes
radiais;

f) Mostre que orbitas circulare prézimas sdo quase fechadas quando a é pequeno.
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Desenvolvemos a solugao desse problema abaixo sem obedecer a sequéncia dos
itens.
Consideramos um potencial dado por

Vir)= Ke o7

T

A forga sera:

F(r)= -2 = Ke (1 4 ar)

Também podemos escrever isso em termos de u = 1/r: F(1) = Ke™vu(u+ «)

Primeira consideracao geral - Tomamos entao a equagao 1.31 da apostila, ou
seja, 3.222 de Symon,
d*u B m 1

a0z = el

Imediatamente, substituiriamos a expressao que encontramos para a forca asso-

ciada ao potencial de Yukawa. No entanto, adotaremos um outro procedimento:
usaremos a defini¢ao de forga a partir de um potencial genérico, F'(r) = —%:
d*u _ _m_dV(r)

df? = L2u?2 dr

—Uu

Veremos que esse procedimento nos trard uma grande vantagem, e além do mais

ele se aplica a qualquer potencial V(r). Multiplicamos ambos os membros dessa

equagao por ‘;—Z. Usando a regra da cadeia, o membro esquerdo se converte em
d [1cduy2 30-

r& {1(94)?}, e entao:

A fLanNt|_ m dviydu _d (1,
dd | 2 \ df ©L2u? dr df  do\2

Mas

1dV(r) _ ,dV(r) _ dV(r) _ dV(r)
u? dr -7 dr —  dr-! du
logo,

d f1fdu\’| _ maV(ndu d (1,
a012\d6) (T L du do  dd \2"
Por outro lado,

dV(r)ydu dV(r) dV(u™')

du df  df do

Entao temos finalmente

A1 (a\*| _ maV() d (1,
012\de) (- 12 dd a6 \ 2"

e isso pode ser escrito na forma:

d [1/du\®> m 1

) - =z Vv —1 .2 =0
de{z (d@) V) +gu }
Essa equagao implica, portanto, em que

1 (du)? 1 1
3 (dZ) + %V(uﬂ) + §u2 = 50 = constante
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e assim identificamos uma segunda constante do movimento (a primeira delas é
o momento angular L). Podemos agora reescrever essa equagao em termos de
’

du .
du 2m
B _ 2 —1) _ 2
70 \/C 77 Vi) —u
Montamos em seguida as integrais na forma:
w(8) du 9
\/C — ﬁV(Uil) — ’LL2

Essa é portanto a equagao mais geral possivel para a trajetoria: com ela de-
terminamos u(f) para dadas condigoes iniciais (valor de u(fp)). Obviamente
também necessitamos de L e de C.

Ressaltamos que a tltima equagao se aplica a qualquer potencial V (r).

Resolugao para o potencial de Yukawa - Neste momento, substituimos a expres-
sao para V(u™1) :

1o du — f;’o do =6 — 6,

\/C’— L—n;uKe_u —u?

Nao temos solucao para o caso exato, mas analisaremos tres casos particulares:

1. Se ao longo de toda a trajetoria r for muito pequeno, isto é, se ar < 1, o
termo em e~ w na integral acima tende a 1, e assim

u(6) du
fu(eg) om ~ 0 —bo
\/C — FUK — u2

2. Se ao longo de toda a trajetoria r for pequeno mas nao desprezivel, ar < 1,
expandimos a exponencial em série de Taylor, até o termo de primeira
o
ordem: e~ v ~ 1 — 2:

u(0 du
fu()

(%0) 2m «
\/C_LQUK(]._U)—UQ

%6‘—90

3. Se r for grande em toda a trajetéria, isto é, ar > 1 o termo em e~ w sera
desprezivel e restara

du
f e S 90
VC —u?
Todos esses tres casos podem ser resolvidos, como mostraremos agora:

1. Para ar < 1: integralizamos um binémio quadrado perfeito no radicando
somando e subtraindo (?ﬁ( )2:
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2m 2m mK\? mK\?

2 2

mK mK 5
:C_(U+L2> +<L2> =D—v
onde

2
mK mK

Assim, a integral se torna

du dv dv
I~ I =]

- (Gs)

Definimos a nova variavel w = %, e a integral se converte em

[ (w)
——— = arccos(w
1—w?
Portanto,
arccos(w(0)) — arccos(w(by)) = 6 — Oy

Podemos escolher por simplicidade arccos(w(fy)) = 0y e assim temos
w(6) = cos(0)

Portanto,

mK\? mK
u:1/C’—|—<L2> COS(G)—?

0 que implica em
1 mK \? mK
o= C+ <LQ> cos(f) — S7E

J4 sabemos que essa ¢ a equagao de uma elipse. Obviamente C + (”zé{ )2>0,0
que impoe um limite inferior para C' :

mK
C> ()

2. Para ar < 1 (e7» = 1 — 2): também integralizamos um binémio no

u

radicando:
2m a 9 2m 2m 9
2m 2m 9 2m 2m 9



=D —¢?

onde

2m mK\> mK

Finalmente, a integral se converte em:

w(8) du o

e por raciocinio analogo chegamos a

Portanto, novamente temos uma trajetoria eliptica, que difere da do caso ar < 1
apenas pela amplitude. O limite inferior para C' é:

mK mK

3. Para ar > 1: é um caso bem mais simples, pois nao h& necessidade de se
integralizar um bindémio.Temos

du
—— =00
f\/C—uz 0
u = +C cos()

e portanto

1 1

—=vCcos(f) & r=———

r (©) VC cos(0)

o que requere que C' > 0. Note-se que nossa premissa ar > 1 requere que
o

ar=————>1& cos(f) €« —=

V/C cos(6) Ve

Isso nos impoe um limite superior para cos(6). O limite inferior é obviamente
1

VC cos(6)

zero, dado que r € positivo e que r = . Portanto, o dominio de valores

do angulo é:
a T
arccos(—=) € 0 < —

JC 2

A equacgao % =C cos(f) parece simples, mas nao familiar. Entretanto, repare-
se que

rcos(f) = —

Ve

e, precisamente, rcos(f) nada mais é do que a coordenada x = rcos(d). Entao
esse movimento corresponde a

1
r = —— = constante

Ve
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é a equagao de uma reta. Isso era de se esperar, pois para r muito grande o po-
tencial se torna irrisério. Esse caso corresponde, portanto, ao de uma particula
num potencial constante zero.

Problema 50 (pag. 154): a) Discuta pelo método do potencial efetivo os tipos
de movimento esperados para um potencial atrativo inversamente proporcional

ao cubo da distdncia:
K

b) encontre as faizas de energia e angular momento para cada tipo de movi-
mento;

¢) Resolva a equagao orbital (no livro, 3.222; na apostila, 1.34), e mostre que a
solucao € uma das sequintes:

d) Quais valores de L e E que correspondem a cada um dos casos acima?
e) Esboce uma trajetoria tipica para cada um desses casos.

Esse problema esté de certo modo incluso no préoximo problema.

Problema 51 (pag. 154): a) Discuta os tipos de movimento que podem ocorrer
para a for¢a central
K K’

b) Resolva a equagao orbital e mostre que as drbitas limitadas tem a forma (se
L? > —mK')

_a(l—é?)

1+ ecosabl

(atende também parcialmente ao problema 50)

. K K’
Consideramos uma forga dada por F(r) = —— + —
r r
Como de costume, apelamos a equagao 1.31 da apostila (ou seja, 3.222 de Sy-
mon), tomando v = 1/r:

d?u m 1

az el )
Egltéoz

d“u m 9 3
Expandindo, encontramos:
d*u m 9

K'ud—u

m
Az~ L2u? Ku” = L2y?

Agora simplificamos numeradores e denominadores:

d?u m m

az ~ kT ko
Agora agrupamos os termos em u:
d?u m m o

=i (k)
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2

Vemos que essa equacao diferencial é do tipo 4y _ a—by

dzx?
. . . ., /
e ela pode ser facilmente resolvida se redefinirmos uma variavel y =y — ¢ e
dzy/ _ /
chegar a =% = —by

Sabemos que, para b > 0, essa é a equagao que descreve um MHS de frequencia
angular w = /b, e assim, apenas para b > 0 a solucao & 3 = Acos(wz + 6p)

sendo A um fator de amplitude e 6y uma fase, completamente arbitrarios (vamos

considerar 6y = 0 por simplicidade). Portanto, y = Acos(wz) + %

Agora basta fazer uma comparagao para ver que em nosso caso
m m ’
r=0; u=y; a=-—=K; b= (—K +1>

72 12
e de-se atencao especial ao sinal de b. Portanto, u = Acos (1 / %K' +1 0> +
mK
mK' + L2 .
E assim r = %
fm _, m
ACOS < FK + 1&) + m
mK' + L?

mK

mK' + L2 m _,

ou, se preferirmos: r =

ou seja,
a(l—é?)
~ ecos(wh) +1
onde
K + L2 K + 12
a(1—62):m L An i =€

mK '’ mK

Note-se que, para w = 1, essa trajetoria é uma elipse. Para w # 1, essa trajetoria
corresponde a uma elipse precessante, isto ¢, num periodo completo § = 0727
ela nao se fecha, pois r(0) # r(27). O periodo de precessao pode ser facilmente
determinado: durante o periodo de tempo T" que corresponde ao periodo angular
0 = 2, um dado ponto ¢ levado de 7(0) a r(w2m) # r(0). Ele seria levado ao

mesmo valor somente se r(0) = r(27) = r(wh’), o que implica em

" _ 2m
e_w

. N . ’ . .
Assim, enquanto o dngulo varia de zero a 6 , r retorna ao seu valor original.
Devemos entao encontrar a diferenca de angulos, Af = %” —2m

e é justamente ela que marca o deslocamentoi angular, durante o periodo T'.

L locidade d \ laré: w =80 = Z22T 92 gl
0go, a velocidade de precessao angular é: w = 5% = “=— = =-0Q = Q(_—1)

onde designamos por 2 = 2% a velocidade angular do movimento (o desloca-

mento angular ao longo do tempo). Note que w nao é uma velocidade angular
real, pois nao tem ligacao com o tempo. w é uma " velocidade angular"de vari-
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agao de r(f) com 6, e nao tem portanto nenuma ligagao com o tempo.
Finalmente, a condigao b > 0 requere que %K/ +1>0?7—mK < L?

Devemos também considerar os casos em que b = 0 e b < 0. No primeiro caso,
’
=0&y =cx+d,

d2y
temos a2

assim, y =cx +d', d =d+§
E resta que d’ é totalmente arbitrario pois d é arbitrario. Finalmente, v = c+d’
que é a equagao de uma espiral. Nesse caso, temos —mK' = L?
e esse movimento so pode ocorrer se, evidentemente, K' <0. Se K’ for positivo,
ele nao poderd existir.
Para b < 0, a equagao diferencial é:

d2y/
ol LS

x

e a solucao é:
VK 10 — /K +10 mK
u=AeViER O L Vs O

mK' + L2

Se definimos § = |/ 75 K’ + 1 = constante, essa solugao pode ser escrita como:

mK
u = Aethl 4 e (B=0)

mK
u = Be 0+ 25 (A=0)

mK
u = Acosh(p0) + B (A= DB)
mK

u = Asen(S0) + 5 (A=-B)
Para o caso genérico em que nao necessariamente A = B e nem A = — B, sendo

ambos A e B nao nulos, temos outras solugoes, mais gerais, que substituem as
duas tltimas solucoes acima: u = Acosh(8[0 — 6y]) + % (A= B)

mK

u = Asen(B[0 — 6o]) + 252

(4=-B)

(a constante 6y absorve a diferenga entre os coeficientes A e B). Logo, temos as
seguintes solucoes para 7:

"= Aeiﬂe + Zggz
1
T =
Acosh(B[0 — 6o]) + %
1
T =
Asenh(B[0 — 6o]) + %

que_nao € uma trajetoéria periédica. Lembremos que essas trajetorias ocorrem
para 7z K +1<0& —mK > L2 >0,
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e portanto, essas solucoes sd existem se K’ for positivo.

5.2 Gravitagao - Capitulo 6

Problema 1 (pag. 267): (a) Dadas as leis do movimento de Newton e as duas
primeiras leis de Kepler do movimento planetdrio, mostre que a forca que age
em um planeta € dirigida ao Sol e é inversamente proporcional ao quadrado da
distdncia ao Sol.

(b) Use a terceira lei de Kepler para mostrar que as forcas nos planetas sao
PTOPOTCIONALS A4S SUaS Massas.

Se isso sugere uma lei de atragao universal entre duas massas quaisquer, use a
terceira lei de Newton para mostrar que a forca deve ser proporcional a ambas
as massas.

1(a) Usa-se a equagao 3.80, pag. 94:

. A . 1d :
ag =10 +2r0 = = (r*0 + 2rf) = = — ('1"29)
r rdt

e aplica-se a 2% lei de Kepler, r20 = L = constante, de sorte que ag = 0.
Assim, F' « a,. Isso prova que a forca se dirige radialmente. Para provar que
F(r) oc 1/7?, apelamos para a 1% lei de Kepler, segundo a qual a 6rbita é eliptica:

a(l—¢?)
r=-——2
1 + ecost

Segue disso que:

. a(l—é) s y € 24.
r = m686n09 = mﬁsenﬁ@ = msen@r 0,

Mas 720 = L entdo
m

L €

%msenﬁ

7:' =
Dessa maneira, segue imediatamente que

L e . L e L AN 1
R Y Y — = (Z) —_coso—
"Tm a(l — eQ)COS ma(l — 62)008 mr? (m) a(l — 62)608 r2’

Agora precisamos calcular a componente da forga na direcao radial, F,.. Ela é
dada por (apostila: ver expressoes 1.11; livro: expressao 3.207):

F, = mi — mr6?

Usando o resultado obtido,

F, L\’ 1 L\? 1 L2

— = <> —C cosh —rf? = () —C osh —
a( af

m m 1—€2) r2 m 1—€2) r2  m2r3’
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Colocando em evidéncia L/(mr?),

B_(EY'1(_ e 4 1
m  \m/) r2 \a(l—e?) r)

Usando novamente a expressao de r para a trajetoria eliptica, substituimo-la no
termo 1/r para obter

F, L\? 1 € P 1+ ecos
— = —_ — | ——cos _——_
m m) r2 \a(l—e€2) a(l —¢e2) )’
e do anulamento de termos resta por fim

F, L\’ 1 1 1
Ir St s~
m m) rZa(l—e2) 12’

conforme desejado.

1(b) Considera-se a 3 lei,

4m2a3 1
2 2
T = = GM ﬁ = w-a,

entao

M
F = mw?a = m—— (6rbita circular).
a

1(c) F=mi'=—-MA = F ocmM

Podemos fazer: F = mw?a = m—— o<m
a

5.3 Sistemas de coordenadas moéveis - Capitulo 7

Problema 2 (pag. 291): Uma massa m € presa a uma mola (de constante elds-
tica k) fiza num ponto de suporte que se move para a frente e para trds ao longo
do eizo x fazendo um movimento harmonico simples com frequéncia angular w
e amplitude a. Assumindo que a massa se move somente ao longo do eizo =,
monte e resolva a equacdo do movimento em um sistema de coordenadas cuja
origem estd no ponto de suporte.

No sistema do laboratorio, nao acelerado (5), a equagao de movimento do ponto
de suporte P é

zp(t) = acoswt (5.16)

Por outro lado, a massa m esté localizada num ponto (digamos) z,,. Quando a
diferenca de coordenadas xp —x,, é igual ao comprimento da mola em equilibrio
(digamos) lg, ndo ha forca elastica, mas quando xp — x,,, = [ # [y surge a forga
elastica

Fel = —k(l - l()) = —k(xp — {,Cm) (517)
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Uma vez que zp(t) = acoswt, segue que
Fo; = —k(acoswt — x.,) (5.18)

e essa forca elastica atuara (obviamente) na massa m, que obedecera a equagio
de movimento (empregando a 2% lei de Newton):

mxm = F = Fel = —k(aCOS(A}t — :L'm) (519)

Entao,
My, = —k(acoswt — x,,) (5.20)

Essa é a equacao de um oscilador harmoénico forgado, e sua solugao geral é da
forma

T = Acos(wt + 0) (5.21)

para encontrar os pardmetros A e 6, substituimos na equacao diferencial e ob-
temos:

—Aw?cos(wt + 0) = —%acoswt + %Acos(wt +6) (5.22)

entao expandimos o cosseno da soma para obter

k k
— Aw? {coswtcosh — senwtsendy = ——acoswt + — A {coswtcosd — senwtsenf}
m m

(5.23)
e agrupamos separadamente os termos com coswt e senwt:

(—Aw?cosh + %a — kAcosf)coswt = (—Aw?sent) — %Asenﬂ)senwt (5.24)

0 que obviamete requere que ambos os membros se anulem, isto é,

—Aw?cos + Ea - ﬁAcosﬁ =0 (5.25)
m m

k
—Aw?senf — EAsenH =0 (5.26)

A segunda igualdade requere que w? = k/m. A primeira igualdade junto com a
segunda da

a

cost) = 54 (5.27)
Problema 5, adaptado para o caso do litoral paranaense (ver figura
abaixo) (pag. 291) Suponha que ventos orientais na costa litordnea do Parand
com a velocidade v de cerca de 5 km/h sejam mantidos em fluzo estaciondrio
sem mudanga de latitude (ver figura ao lado) por um gradiente de pressdo. De-
termine esse gradiente e também a diferenca de pressao entre os dois extremos
de latitude dessa costa, que se extende de 25°13° a 25°57 aproximadamente
nota: requere-se o uso da equacao (5.172): f: Vp, onde fé a forga por uni-
dade de volume no fluido).
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Num sistema inercial S, o movimento do
vento é descrito por

v

Tz =9 (5.28)
Passaremos a um referencial nao inercial
S’ que caminha com o vento, de leste a
oeste, com eixo z’ paralelo ao eixo z de
S, com o eixo 2’ tangente & superficie
da Terra e apontando para oeste, e com
o eixo 3’ apontando para fora da Terra
perpendicularente ao seu eixo de rotagao.
Nesse sistema, vale a equagao 7.34 do li-
vro (ou 4.23 da apostila):

aer (R L L (dRY
ﬁ = (dt2> 'HUX(UJ X F)‘f’2(x)>< (dt)

(5.29)
Dessas duas igualdades, obtemos:

22\ ' =
<flt;“) — - % (@ X 7) — 25 x (Z) (5.30)

O segundo termo, & latitude «, é simplesmente (considerando que & = w2)

—@Gx (@ xT) = —w?2 x (2 x ) = —w’rsen (a + g) j = —w?r cosa § (5.31)

Esse termo pode ser desdobrado em duas partes: um que provoca o deslocamento
da massa de ar para a alta atmosfera, dado por

—w?r cos’a (5.32)

e outro que desloca o ar para o horizonte, na dire¢ao do equador,
2 L,
—w’r cosa sena = —Swr sen2a (5.33)

Finalmente, o termo da aceleracao de Coriolis seréa:

N/
—2d x (j;) = 2wz x (vi) = —2wvj (5.34)

Essa aceleracao representa uma forga ficticia que aponta para fora, em oposigao
a diregao do eixo da Terra. Dividimo-la em duas componentes: uma componente
ascensional que desloca o vento para o alto da atmosfera,

2wvcosa, (5.35)

e uma segunda componente paralela & superficie da Terra, que move o vento
para o horizonte, na direcao do equador se v é positivo, e na oposta se negativo:

2wvsena. (5.36)
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Assim, podemos agora retomar a expressao 5.30, mas apenas considerando os
termos com vetores paralelos & superficie da Terra. Isso ja exclui a gravidade g,
e restam (usando o raio da Terra R):

Y
(2> = —wsena (2v + wR cosa ) (5.37)
dt paralelo

Agora consideramos a forca por unidade de volume, que a igualamos ao gradiente
da pressao:

2\’
’ﬂ =p (dt;d) = —pwsena (2v + wR cosa ) = |Vp| (5.38)
paralelo

Tomamos a densidade média do ar & pressdo atmosférica, 1,2 kg/m?, o raio
da Terra R = 6,37 x 105 m, a velocidade angular da Terra w = 2m/86400
sT1=7,272x107° s7! e o valor médio o = 25°35’, e encontraremos o gradiente

|Vp| = 1,6 x 10~ 2Pa/m (5.39)

Consequentemente, o desnivel de pressao entre os extremos de latitude sera (ig-
norando a variagao dos termos em 5.38 com a latitude, impactando na variagao
do gradiente |Vp| com a latitude):

|Vp| RAa = 1,6 x 1072 x 6,37 x 10° x (0,012799) = 1,3 x 10°Pa (5.40)

onde Aa = (25°13" — 25°57") x 2w /360 é a diferenga de latitudes.

Notemos que o efeito do termo de Coriolis serd muito menor do que o termo
centrifugo. No ambito da mecanica dos fluidos, a razao deles é denominada
numero de Rossby.

Problema 9 (pag. 292): Um avido cruza o polo norte a 500 mph, sequindo
um meridiano a longitude fiza (isto €, sequindo a rotagao da Terra). Encon-
tre o dngulo entre a dire¢cao de um fio de prumo suspenso livremente dentro do

avido, no momento em que cruza o polo, e outro na superficie da Terra, no polo.

Num sistema inercial, a equacao do movimento sera

*r = .

Moy = T+ mg (5.41)
onde T é a tensao ao longo do fio do prumo. Se o avidao estivesse parado
exatamente no polo, um observador parado num referencial inercial veria o
prumo apontando exatamente ao longo da diregao vertical, acompanhando o
eixo da Terra. Isso significaria que T = —mg e d*>7/dt?> = 0. No entanto, neste
problema o avidao est4 em movimento, e ele vai arrastando o prumo. A presenca
de forgas nao inerciais devidas ao deslocamento do avido em seu movimento
causara portanto uma forca adicional, e assim teremos um termo adicional em
5.41, fazendo com que a aceleragao d?7/dt?> nao mais seja nula.

Passemos entdo ao sistema néo inercial, fixo no avido, e entao teremos (eq. 7.34
do livro, ou 4.23 da apostila, ignorando o termo de Euler):

2F a2\’ ai\’
mdt;nT+m§'m<dt§) +md X (J X T7) + 2mad x <d:) (5.42)
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Notemos que o fato de que o avido passa no polo norte significa que 7 aponta
na direcao do eixo terrestre, e nesse instante * é paralelo a &J. Em razao disso,
o termo com o produto vetorial triplo em 5.42 se anula, e ficamos somente com

27\ . P\’
m (dt;q> =T+ mg —2md x (d;) (5.43)

Lembremos que, ao usar essas expressoes, os termos com ’ se referem a quan-
tidades medidas no referencial em rotagao. O problema indica que o aviao, no
seu deslocamento, acompanha um meridiano terrestre, e

<Z> (5.44)

é uma velocidade ao longo da superficie da Terra cujo médulo é 500 mph =
804,7 km/h = 223,5 m/s. Por outro lado, vamos exigir que no referencial do
avido o prumo esteja imoével: isso requere que d*7/dt? seja zero.

Finalmente, notemos que & é paralelo ao eixo terrestre, enquanto que, na pas-
sagem pelo polo, a velocidade é perpendicular ao eixo terrestre. Sendo assim, o

produto vetorial
d —\ /
Qx(é) (5.45)

apontara numa dire¢ao horizontal perpendicular ao movimento do aviao. Para
nos ajudar, montemos um sistema de eixos z’,y’, 2, estando z’ paralelo ao eixo
de rotacao da Terra e =’ paralelo & velocidade do avido. Segue entdo que esse
produto vetorial estara na direcao de 7/, isto &,

& x (f;) =w (f;;)l 7 = wvy’ (5.46)
Lembremos que, por outro lado, § = —gZz, entao de 5.43, resta:
0="T — mg2 + 2mwvy’ (5.47)
portanto, .
T =mgz — 2mwvi) (5.48)

Finalmente, o que desejamos é o Angulo entre os dois prumos, sendo que um esté
na Terra e segue a direcao Z e o outro aponta na diregao da tensao T'. Podemos
determinar esse angulo com o auxilio do produtu escalar:

T g 1
cos = —2 J = (5.49)

Tg g%+ 4w?? \/ (2(.01))2
14+ (=2

g

W

(sinal irrelevante removido). Dado que wv << g, fazemos expansao em série
e obtemos a expressao aproximada

2
cm&le(mv (5.50)
9
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Lembrando que cos x = 1—2%/2!+..., segue que 0 ~ 2wv/g, e assim, substituindo
os valores, com w = 7,272 x 107°% s~ 1,

6~3,1x10 3rad = 12" (5.51)

Problema 10 (pag. 292): Assuma que a Terra é uma esfera de massa M e raio
R. Imagine um tubo penetrando a Terra, do polo norte ao centro do planeta,
onde faz uma dobra a 90° rumo ao equador. O tubo é preenchido com um fluido,
de sorte que o seu nivel no polo estda & superficie da Terra. Encontre o nivel
do fluido relativo a superficie da Terra, no equador. Hd mudanga aprecidvel na
resposta se o tubo corre proximo a superficie da Terra? Hd mudanga aprecidvel
na resposta se considerarmos a forma real da Terra? (para responder, € neces-
sdrio empregar material da se¢io 5.11, “Equilibrium of fluids”)

No tubo ao longo do eixo polar, a pressdo varia de pgt,, (pressao atmosférica)
na superficie da Terra, até p., a pressao no centro, que calculamos da seguinte
maneira:

Pe = Patm + p/§~ dF = Patm + p/gdr (5.52)

onde p é a densidade do fluido. Lembrando que a aceleracao da gravidade dentro
da Terra varia linearmente da forma g = (GM/R3)r (onde R e M sao o raio e
a massa da Terra), segue que

R

pGM
= Datm +
0

2R

pGM 2] (5.53)

2R3

Pe = Datm + [

No outro ramo do tubo (que se estende do centro ao equador), temos uma
situagao similar: a pressao no centro é obviamente amesma, p., e na superficie
aberta do tubo, que esta a distancia h do centro da Terra, a pressao também é
a atmosférica. Assim,

Pe = Patm + / §- dF (5.54)

entretanto, a diferenca fundamental é o fato de que g precisa ser corrigida. Na
verdade, no referencial da Terra girante temos a aceleragao da gravidade efetiva

— —

Ge=G—20x 0" —&x (& X7 (5.55)

Ocorre, porém, que nesse referencial ¥/ = 0, e assim a for¢a de Coriolis (segundo
termo) se anula, restando apenas o termo centrifugo,

Je=0— & X (JXT) (5.56)

Para calcular a pressdo, precisamos tomar apenas a componente radial de g,
(conforme nos pediré a integral):

e di = (§— G X (J X 7)) -dF = gdr — & x (& xT)-dif (5.57)
Mas, dado que & e 7 sdo perpendiculares, segue que @ X (& X 7) = w?7. Assim,

temos
Go - dif = gdr — wrdr (5.58)
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Substituindo essa expressao no lugar de ¢ - dr’ em 5.54, encontramos:
Pec = Patm + p/(g — wzr)dr, (5.59)

Agora substituimos g = (GM/R3)r e fazemos a integracio de r = 0 até r = h,
que é o nivel do fluido, para encontrar

p (GM h p (GM

Pec = Patm + 5 <R3 - WQ) [7'2] |0 = Patm + 5 (R3 —w? | A? (5'60)
Basta agora apenas igualar as expressoes para p. calculadas para os dois trechos
do tubo, e fazer simplificagOes necessarias, para obter:

M M
0 que implica em:
R
1 w
GM

E facil ver que a grandeza w?R3/(GM) é pequena. Usando R = 6,37 x 10° m,
M = 5,98 x 10%* kg e w = 27/86400 s~!, obtemos:

w?R3 _3
aif — 5427 x 10 (5.63)
Assim, 5.62 traz a corregao
h =0,9983R = 6,36 x 10° m (5.64)

e relativamente a superficie da Terra, esse nivel esta 0,01 x 106 = 1 x 10* m
abaixo.

Pergunta n° 3: nesse caso, consideraremos que a Terra é um esferdide achatado
nos polos. A distancia polo a polo é de 12.714 km, enquanto que o didmetro
equatorial é de 12.756 km. Sendo assim, R = 6,357 x 10 m e o raio equato-
rial é 6,378 x 106 m. A diferenca do raio equatorial real com respeito a h é
1,8 x 10* m, o que significa que a superficie da Terra ao equador estara 1,8
vezes acima. Essa casca elipsoidal terd pouca influéncia nos valores de g ao
longo da profundidade da Terra, tanto ao longo do eixo polar quando ao longo
do trecho centro-equador, e por isso trard uma alteragao negligivel no valor de h.

Problema 11 (pag. 292): Um girosco-
pio consiste de uma roda de raio T, tendo
toda a susa massa localizada em seu aro.
O giroscopio tem uma velocidade angular
0 em torno de seu eizo, que estd na hori-
zontal e estd fixo em relacao a superficie
da Terra. Escolhemos entdo um sistema
de coordenadas em repouso em rela¢do a
superficie da Terra, cujo eixo z coincide
com o eixo do giroscopio e cuja origem se
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situa mo centro do aro do giroscopio. A

velocidade angular da Terra w estd no plano zz, fazendo um dngulo o com o
eizo do giroscopio. Determine as componentes do torque N na origem, ao longo
dos trés eizos, devido a forca de Coriolis no sistema de coordenadas escolhido,
atuando em uma massa m no aro do giroscopio, cujas coordenadas polares no
plano zy sao r,0. Use o resultado para mostrar que o torque total de Coriolis,
no caso da roda do giroscopio ter massa M, é

. 1 .
N = —§QM7"20.)9$ena
Essa equacao é a base da operagio do girocompasso.

Um ponto qualquer no aro do giroscoépio se move no sistema de coordenada
escolhido segundo:
7(t) = r(cosbt & + senbt §) (5.65)

Assim, sua velocidade nesse referencial sera:
O(t) = rf(—senbt i + cosOt §) (5.66)

Por outro lado, a velocidade angular da Terra, que reside no plano xz e faz com
z um angulo «, deve ser dada por:

& = w(sena & + cosa %) (5.67)
Portanto, a aceleragao de Coriolis sera:
—20 x T = —2wrb(sena & + cosa 2) x (—senbt & + cosOt §) (5.68)
Fazendo os produtos vetoriais, encontramos:
—20 x T = —2wrb(sena cosft ;2 — cosa senbt §j — cosacosh &) (5.69)

Portanto, o torque na massa m sera:
N =7 x F = 20wr? (sena cos®0t § + sena senft cosOt a?) (5.70)

Agora precisamos estudar o caso do aro completo. Para tanto, fazemos a subs-
tituicao:

M
dm = —df 71
m — dm o (5.71)

Essa substituicao corresponde a considerar um elemento de massa infinitesimal
dm ao invés da massa finita M. Com esse elemento infinitesimal faremos na
sequéncia uma integragao ao longo de todo o aro.

Precisamos também da correspondéncia entre 6 e algo na expressao de N. Essa
correspondéncia estd na varidvel § = ft. Assim, substituindo na expressao do
torque, obtemos:

M
™

dN = —dfbwr? (sena cos®0 §j + sena send) cosf &) (5.72)
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Finalmente integramos. Temos uma componente em Z com uma integral

2
/ senf cosfdf = 0 (5.73)
0

e também uma integral
27
/ cos?0df = (5.74)
0

Substituindo isso, encontramos

L1 .
N = §Mw72956na g (5.75)

Problema 12 (pag. 292): Uma massa m de um gds perfeito de peso molecular
M, a temperatura T, é colocada em um cilindro de raio a, altura h, e posto
emrotagao rdpida a velocidade angular w em torno do deu eixo. Introduzindo
um sistema de coordenadas rotativo com o gds, e aplicando as leis de equilibrio
estdtico, assumindo que todas as outras for¢as sejam negligiveis comparadas a
forca centrifuga, mostre que

B E Mw?r?
b= MPO&TP 72RT

onde p € a pressao, r € a distdnica do eizro, e

mMw?

 9thRT [e% _ 1}

Po

Consideremos um elemento de volume pequeno §V no gas, de massa dm = pdV.
Para ele, valera a equagao

AN <7 L (dF
Seguindo a instrugao do enunciado, ignoraremos a aceleracgao de Coriolis, ficando
apenas com
AN 27

No referencial S’, que acompanha a rotagao do gés, o elemento de volume esta
. . — !/
imo6vel e assim (d2r/ dtz) = 0. Consequentemente,

d*r

E;":a;x(wxm (5.78)
w2r-dm  w?r- pdAdr 9
dp = A A = wr - pér (5.79)
Nesse elemento de volume, vale a equagao dos gases ideais
n P
=nRT = —RT = —RT .

pV =nR = p VR = P MR (5.80)
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e consequentemente,

M
5p = w?r- I;%—T(Sr (5.81)
ou seja,
) M
;p = w? —RTM?" (5.82)

Integrando de um ponto a distancia r até outro ponto no perimetro do cilindro
(em a),

2] (5.83)

1 , M
), = 5" g

Assim,

2
Muw? (2 .2)

Do = p(r)e 2RT \@

Podemos desdobrar isso em

(5.84)

Mw2a2  Mw2:2

p(r) = p, e~ 2RT e 2RT (5.85)

Por outro lado, apresentar um resultado dependente da pressao p, é inconve-
niente. Por essa razao, vamos empregar a equacao dos gases ideais 5.80, para
traduzir 5.85 em termos da densidade:

Mw2a2  Mw2:2

p(r) = pge” 2RT e 2RT (5.86)

Vamos agora integrar a densidade no volume total do cilindro, e igualar o resul-
tado & massa total de gas m :

2
w2a2 @ Ld27‘2 w2a2 @ Ld2T2
m= /p(r)dV = pae” BHF / e SHE h2nrdr = whpee” 2T / e 3T d(r?)
0 0
(5.87)
Assim,
w242 2RT w2
m = Thpge ™ AT T [egIITT - 1} (5.88)
Segue disso que
2 2
mMw? e 5wt
o = 5.89
Pa = 9rhRT 2% 4 (5.89)
Substituindo-se em 5.86,
mMw? 1 Mw?r?
= 2RT 5.90
Pr) = oo e (5.90)
Definindo agora
mMw? 1
Po (5.91)

= MwZal
2rhRT Msr= _q
e considerando novamente a equacdo dos gases, encontramos finalmente:

RT W2r2
p(r) = ﬁpoeM?RT (5.92)

Problema 13 (pag. 293): Uma particula se move no plano zy sob a a¢do da

forca
F=—kr

46



dirigida a origem. Determine os possiveis tipos de movimento, introduzindo um
sistema de coordenadas rotativo em torno do eixo z com velocidade angular w
escolhida de modo que a forca centrifuga cancele essa forca F, e resolvendo as
equagoes do movimento nesse sistema de coordenadas. Descreva os movimentos
resultantes, e mostre que seu resultado estd de acordo como os do problema 45
do capitulo 3.

Com essa forga, escrevemos a aceleragao

&7 F ko

onde m é a massa da particula. Note-se que evidenciamos o carater vetorial da
forga.
Passaremos agora ao sistema de coordenadas rotativo:

AN = o fdrY

Substituamos agora 5.93:

AN L (dF

Queremos que a forga centrifuga cancele a forga que age sobre a particula, isto
é, que

k
T x (B x ) =0 (5.96)

Se escrevermos 7 = 2’2’ + 3§’ + 2’2’ e substituirmos nessa expressao, encontra-
remos:

k
E(x/i/+y/g/+2/2/)7w2 (x/:%/+y/gl):0 (5.97)
Separando por componentes, obteremos

k
Z'=0, Z W =0 w=+— (5.98)
m m

ou seja, a particula realiza movimento no plano 2y’ (pois 2z’ = 0), e ja que os
eixos z e 2z’ coincidem, podemos dizer que esse movimento se d4 também ao
longo do plano zy do referencial inercial.

Por outro lado, 5.95 se reduz a:

2?7’ L (dF

Vamos simplificar nossa notagao escrevendo

'
((it) =7, (5.100)

/
<dt> =253 x ¥ (5.101)

e assim 5.99 se reduz a:



Escrevemos agora v = UZ' + Vi’ + W2, e assim

% (U2 +V§ +W2)=-28x (U +V§ +W2)
ou seja,

Ui + Vi + W2 = —2(tw)2 x (U + Vi +W2')
o que resulta em

Ui + Vi + Wiz = =2(+w) (Uj — Vi')

Separando em componentes, verificamos que
W =0, U==+2wV  V=752U
Combinando as duas tltimas, obtemos:

V = —4w?V

Uma solugao é
V(t) = Acos(2wt + ¢)

e assim de 5.105 obtemos
U(t) = £Asen(2wt + ¢)
Consequentemente,
7= A(+sen(2wt + ¢)2' + cos(2wt + ¢)§)
Integrando, obtemos:

7(t) = R(Fcos(2wt + ¢)i' + sen(2wt + ¢)7')

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)

onde criamos a nova constante R = A/(2w). Isto significa que, no referencial
rotativo, a particula realiza um movimento circular uniforme com velocidade

angular 2w e raio R.
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